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, structure de ’hydrogéne

i. si elles constituent une progression logi -
t III'rzup,r esque totalement indépendante sous TéSery,
é

par ]’énoncé.
ue de la mécanique quantique, 3 payy;
. i r les lampes & gagz ;

de I'observation de spectres de raies pour ]’émisswl.l % luml:,rr(;rrr)laétre essengel dugpasi;‘szu’é
P'étude des fonctions d’onde des particules élérflentalresi"lrj: Elsion. Ce terme désigne, dais (ie
la mécanique classique a la mécanique quantique .e it poursuit ensuite Son mouvement ﬁ
langage général, 'élan initial qu'on donne 5: un o?ii:o?llllllcfion sous le nom impetus au Mo;len
a un sens plus spécifique en physique, depuis son ! e m et de vitesse ¥ a l'impulsion p' = mi

Du spectre a 1

Le sujet comporte trois parties I, IT et 1%
peuvent néanmoins étre abordées de man!

y és
d’admettre éventuellement les résultats affirme

; ion historiq
Le sujet décrit certains aspects de la construction

Age : en mécanique classique, un point matériel de masse’ e particule est associée & une opg
et, dans le cadre de la dualité onde-corpuscule, cette memIEp(1924) ¢ e
de longueur d’onde X donnée par la relation de DE BROGL

Yoilh )

on et h la constante de PLANCK.

ou p = ||| désigne le module de I'impulsi 5 16 Mongaent, dionds i

. Pour éviter toute confusion, 1’énoncé emploiera la notation A po stiques, en particul;
ondes de matiére, et )y pour les longueurs d’onde des ondes électromagnétiques, en particulier,
lumineuses.

Dans I'énoncé des questions posées, ezprimer signifie donner une expression littérale et calculer

signifie donner une valeur numérique ; sauf indication locale, toutes les appllcatlpns ngmériques
seront réalisées avec seulement deux chiffres significatifs. Enfin, donner la dimension d’une
grandeur signifie expliciter celle-ci en fonction des fondamentaux : masse M, .longueur L, du-
rée T, intensité du courant électrique I, température 6 et quantité de matiére n. Ainsi, la
dimension d’une vitesse est [7] = L-T! et celle de la constante molaire des gaz parfaits est
[R] = M-L*T~2.81.n"'. Les vecteurs seront surmontés d’une fléche, p ou v. Les grandeurs
complexes seront soulignées, ¥ ou z sauf i tel que i = —1. Un tableau de données numériques
figure en fin d’énoncé.

I Les raies d’émission de I’hydrogéne atomique

L’atome d’hydrogeéne est le plus simple de la classification périodique car il n’est doté que d’un
seul électron. Son noyau peut étre considéré comme fixe. L’observation, & partir de 1862 par
ANGSTROM de spectres de raies pour 'émission par les lampes 4 vapeurs d’hydrogéne atomique,
a conduit au développement de la mécanique quantique. On considére pour cela que I’énergie £
de I’électron ne peut prendre que des valeurs discrétes et que la transition de 1’électron d’un état
initial d’énergie E; & un état final d’énergie E; < E; s’accompagne de I’émission de lumiére,
de longueur d’onde Ag. L’onde lumineuse est elle-méme quantifiée, formée de particules (les
photons) qui emportent I'énergie ¢ = E; — Ey.

O — 1. Exprimer la longueur d’onde g en fonction de E;, E;, de la constante de PLANCK h et

de la célérité c de la lumiére dans le vide.

Dans le domaine visible les lampes a vapeurs d’hydrogéne atomique émettent essentiellement
cinq raies dont les longueurs d’onde figurent (avec deux chiffres significatifs) dans le tableau
ci-dessous :
Numéro k | 1 2 3 4 5
Nom usuel de la raie | H, | Hg Hy | Hy | H,
Ao (nm) | 660 | 490 | 440 | 410 | 400
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BALMER a DProposé une inter i
de l'entier k désignant le ny Prétation numérique de cette série de valeurs en 1865 en termes

MEro des raies, selon la figure 1.
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FIGURE 1 - Tracé de 1/X en fonction de 1/(k + 2)?

Q — 2. Montrer que la relation de BALMER exprimée figure 1 par la droite en pointillés, est
compatible avec I’expression :

E
‘ B, = —n—g avec n € N* (2)

ou I'état initial est n; = k + 2 et I'état final est n; = 2 et E, une constante positive.
(Q — 3. En déduire la valeur numérique de la constante Ey en électronvolt.
La relation de BALMER sera ensuite généralisée par RYDBERG en 1888 pour tenir compte des
raies d’émission hors du domaine visible (dans I'infrarouge et dans l'ultraviolet) en ne supposant
plus que ny = 2 : il suffit en fait que n; > n; pour observer une raie d’émission.
O — 4. Montrer la relation de RYDBERG :

1 1 1

et relier la constante de RYDBERG Ry, & la valeur de Ey puis calculer numériquement
1/R4 en nanometres.
O - 5. Lorsque létat final est ny = 1, montrer que Ag < Amax et donner une estimation de Apax.
Quel est le domaine spectral correspondant & ces raies d’émission ?
Lorsque I’état final est ny > 2, montrer que A0 2 Amin €t donner une estimation de Apy.
Quel est le domaine spectral correspondant & ces raies d’émission ?
Finalement, quelles sont les seules raies du spectre d’émission d’une lampe a vapeurs
d’hydrogeéne atomique observables dans le visible ?
La premiére interprétation physique des résultats de BALMER et RYDBERG a été proposée par
BOHR en 1913; elle fait 'objet de la partie II. Cette interprétation a ensuite été abandonnée
au profit de la résolution de I'équation de SCHRODINGER (1922), qui est abordée dans la partie

I1I. Tournez la page S.V.P,
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) éne
II Le modéle de Bohr pour I’atome d’hydrog

ILA Energie potentielle effective

e charge +e, fix
On considére I'atome d’hydrogéne comme formé d’un noyat ponctllle;/} (:)onctuegl, mobile edz
Porigine O des coordonnées d’un référentiel galiléen et d’ux.l electr](i sk élect,rostati’q s
masse m, et de charge —e, en mouvement sous la seule actl-on de lffd i
entre les deux particules. On note €, la permittivité diélectrique du vide, )
P l'impulsion de I'électron et p = ||7].
Q - 6. Etablir expression de I’énergie potentielle d’interaction E,(r)
en prenant I'origine des énergies potentielles en 7 — 00 A
Q - 7. Montrer que le moment cinétique 5= 7*A 7 est une constante du mouvement. l 2
En déduire que ce mouvement est plan et que le plan du mouvement contient la position
O du noyau.

Dans la suite on étudiera le mouvement dans ce plan (037?/)
(r,0).

y . vz .
Q- 8. On note 7 = % Montrer existence d’une fonction U(r) permettant d’exprimer I'énergie

entre 1'électron et le noyay

et en coordonnées polaires

mécanique E de P'électron sous la forme E = %mef" 2+ U(r) et exprimer U(r) en fonction
de s = ||5|, r, e, m. et &,.

Q - 9. Esquisser I'allure de la courbe représentative de U(r). ;
Indiquer sur la courbe, les niveaux d’énergie correspondants aux 4 types d’orbites pos-
sibles. On décrira le comportement et le type de trajectoire associée a chacune de ces
orbites en précisant les rayons caractéristiques.

A partir de I'étude de cette courbe déterminer les expressions du rayon r.(s), de 'impul-

sion pc(s) et de I'énergie E,(s) des trajectoires circulaires (figure 2) en fonction de s, m,,
e et gp.

FIGURE 2 - Modéle de BOHR pour I'atome d’hydrogéne

Dans le cadre de la mécanique classique, les valeurs de s, r,(s), Pe(s) et E.(s) peuvent étre
quelconques. L’étude des raies d’émission des lampes & vapeur d’hydrogéne a montré qu'il n’en
rien : il reste donc & déterminer les valeurs possibles de s faisant intervenir un nombre entier n.

II.B L’hypothése de quantification de Bohr

Pour interpréter la relation (2), BOHR propose une régle arbitraire imposant des valeurs parti-
culiéres de s, et donc de p(s), 7(s) et E(s) (cf. IL.A) en fonction d’un entier 7 non nul : on admet
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ue seules sont stables les traj

: ectoires cj ;

) rcul
pefmfft la formatlon d’une onde stationng aires pour lesquelles le périmétre de la trajectoire
la trajectoire représente exa

ire de lo ) ;
ctement n, | ngueur d’onde A = h/p(s); le périmétre de
sur la figure 3. Ongueurs d’onde, Up exemple avec n = 5 est représenté

FIGURE 3 - Onde stat;i : :
atlonnaire associée & une trajectoire circulaire pour n =5

0 - 10. Exprimer le lien entre s, le nombre entier 7, ot la constante de Planck.

0 - 11. En déduire les relations exprimant r :
et &o. Comparer 3 la relation ) e(n), pc(n) et E.(n) en fonction de n et de h, e, m,

—12. Quel est, dans 2 ini
Q-12 galcmer,numé:;e modele, le rayon minimal Te,min d’une trajectoire circulaire ?
quement, avec un seul chiffre significatif, ce rayon minimal ; commenter.

Le modeéle semi-classique de BOHR a été i :
ensuite abandonné au profit de la résolution de '’équa-
tion de SCHRODINGER. P S q

[II Ondes de matiére en physique microscopique

III.A Etats quantiques stationnaires

On s'intéresse ici & une particule de masse m et d’énergie E indépendante du temps, confinée
dans un domaine 2 assimilé a cylindre infiniment long, d’axe (Oz) et de section S, décrite en
physique quantique par une fonction d’onde (z,t) solution de I’équation de SCHRODINGER
qui s’écrit dans le cadre de notre étude

ov h? 0%
i = ——— + V(2)¥(z,t) = EX
Ok =~ V(@) ¥a) = FY @
ou h = —h— et V(z) est une fonction réelle qui décrit les interactions de la particule avec le
reste des 7srystémes physiques. On s’intéresse dans la suite aux seules fonctions de la forme

Y(z,t) = Y(z)e ™" ot w € R est une constante.

0 - 13. Quelle est Iinterprétation physique de / |¥(z,t)|* Sda ?
En déduire la dimension de ¥(z,t).
Quelle est ’équation différentielle vérifiee par ¥(z)?
Donner I'expression de 1'énergie de la particule.
Ici, et dans toute la suite, on S’intéresse aux situations telles que V(z) = Vp est une constante.

Q- 14. A quelle condition y a-t-il propagation sans atténuation ? :
Déterminer alors la forme générale de 1 et la longueur d’onde A associée.
En déduire 'impulsion de la particule dans le cas d’un sens unique de propagation.

La relation entre impulsion p et énergie cinétique K = E — V(z) est-elle la méme qu’en
physique classique ? Tournez la page S.V.P.
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III.LB Ondes stationnaires et états liés

Un dispositif non précisé assure 'annulation de la fonction d'onde
x =0 et x = (dun segment de longueur ¢; on admet que V(z) -
Il se forme donc une onde stationnaire qu'on représente qualitative
4; cette onde s'annule n — 1 fois entre les deux extrémités du segment

extrémités comptées) ol n € N*.

U(z,t) aux deux extrémités
0 sur toute cette longueur,
ment comme sur la figure
(soit n +1 fois en tout,

Re(¥)

FIGURE 4 - Onde stationnaire 4 n — 1 nceuds intermédiaires (ici n = 4)

Q - 15. La condition d’onde stationnaire représentée sur la figure 4 est-elle identique & celle pro-

posée par BOHR pour I’étude de I’atome d’hydrogéne (figure 3) ?

Q - 16. Déduire de I’équation (4) Pexpression de 1'énergie E, de la particule en fonction de n, ¢,

m et h.

Q — 17. La particule est un neutron : I'écart entre état fondamental et premier état excité est AFE =

30MeV. Estimer la dimension ¢ du segment o le nucléon est confiné. Commenter en
précisant la situation physique décrite et la nature de I'interaction qui confine le neutron.

IIT.C  Ondes progressives et diffraction

La confirmation de la réalité physique de 'onde de matiére a été apportée notamment par des
expériences de diffraction réalisées en 1927 d’un faisceau d’électrons par un cristal de nickel. Le
dispositif expérimental est représenté en figure 5 (I'ensemble est disposé dans un vide poussé).

Capteur
d’électrons

Cristal Ni

FIGURE 5 — Schéma de I'expérience de DAVISSON et GERMER, 1927

Une électrode K chauffée et maintenue au potentiel nul émet des électrons (masse m,, charge
—e) & vitesse négligeable; ils sont ensuite accélérés entre K et A du fait de la présence de
I’espace équipotentiel entre deux grilles de potentiel V4 = V3, réglable. L’ensemble envoie vers
le cristal de nickel ®y électrons par unité de section droite et par unité de temps. Entre les
grilles AB et le cristal, les électrons ne subissent aucune interaction et on les caractérise donc
par onde de matiére ¥, (z,t) = o exp [—3 (pz — Et)] ol on choisit p, E et v réels positifs.
L’angle 8 = 50° reste fixé.
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8. Aussi peu intense qyj) soit

J si son support était jgo)a Electrique, Electrons finirait par charger le cristal métallique
Pour le décharger, fayt. ¢0t- Pourquoi n’est-ce pas souhaitable ?

: ille relier gogy .
B ? Justifier. lectrlquement a la masse ou bien aux électrodes A et

le faiSCeau d’

vz
_19. Par I'¢tude du mouvemep; des ¢
me et €. lectrons entre Ket A, exprimer p et E en fonction de Vj,

= |q:|2£ ?
. T M,
en supposant g > (? Yo en fonction de @y, p et m,. Y a-t-il eu perte de généralité

'alignement des atomes de njcke]
paralléles, équidistants de q, f

faisceau est réfléchi dans les cq
assure un maximum d’intensit
entre les faisceaux réfléchis sy

Parallélement
gure 6. Le crista
nditions de la loi
€ du faisceau refls

a la surface du cristal forme un réseau de plans
I et le détecteur sont disposés de sorte que le
de la réflexion de l'optique géométrique, ce qui

b chi. L’observation résulte alors de l'interférence
I' ce réseau de plang paralléles.

faisceau

incident

FIGURE 6 — Réseau de plans réfléchissant le faisceau d’électrons
0 - 21. Exprimer, en fonction de a et 6, la différence de marche & entre deux «rayons électro-
niques» diffractés par deux plans réticulaires consécutifs du réseau.
En déduire une relation liant la longueur d’onde X du faisceau électronique, a, 8 et 'ordre
q d’interférence pour observer un faisceau diffracté intense.

La figure 7 est un extrait (édité) de la publication originale de DAVISSON et GERMER; elle
montre, pour § = 50° fixé, la variation de l'intensité du faisceau détecté en fonction de VV.

-

ﬂ

INTENSITY

FIGURE 7 — D’aprés Davisson et Germer, Proc. Nat. Acad. Sci. USA, 1928

Q-22 Expliquer le choix de V/V pour l'axe des abcsisses ; en déduire une estimation du parameétre
a avec un seul chiffre significatif ; commenter cette valeur. Tournez la page S.V.P.
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IILD Ret ’ ’hydrogéne
our sur ’atome d’hydrog 1 trois dimensions, possédant la symétrie

On revient maintenant 4 I'étude d'une onde de matiére ques (7, 0, ) Par Y(rt) = f (r)eiot,
sphérique autour de O et donc décrite en coordonnées Sphénquf’ to’ln(’a d’hydrogéne par f(r) =<
on cherche & décrire I'état fondamental de D'électron dans l'a
Yoe /R on Yo et R sont des constantes positives. B (1") dr ot dP est la probabilitg
La densité radiale de probabilité p(r) est définie par dP = p

d’observer I'¢lectron entre les distances et  + dr du noyau.

tive de cette fonction,
Q= 23. Exprimer p(r) en fonction de R et puis tracer la courbe représentatl n

Quelle est Pinterprétation géométrique de R?
Q - 24. Exprimer R et Pénergie E de I'électron en fonction des con
€o0; comparer au modéle de BOHR.

Q - 25. Déterminer I’énergie potentiell enne de D’électron (V). :
S oy a partir de la valeur de son énergie totale

stantes physiques h, e, m, et

En déduire son énergie cinétique moyenne (K)
E'; commenter.

Valeurs numériques et données pour ’ensemble du sujet

Constantes fondamentales

Célérité de la lumiére dans le vide ¢ = 3,0X 108m s~

Charge élémentaire e=16x10"1°C
Constante de Planck h=66x10"%7J Hz™'
Masse de 1’électron me = 9,1x1073 kg
Masse du neutron m, = 1,7x1072"kg
Permittivité du vide €0 =89x10712F -m™!

Quelques valeurs numériques

V2=14 V3=17 V5=22
1eV=16x10"°J  hc~12eVxum
cos(25°) = 0,91  sin(25°) =0,42  cos(50°) = 0,64 sin(50°) = 0,77

Intégrales utiles

T 2 0 0
/ / sinfdf dp = 4x / zedz =1 / ?e %dz = 2
0=0 J =0 0 0

Laplacien en coordonnées sphériques
- 10 28f 1 0 .0 f 1 62 f
e 2 9r (T 87‘) B r2sin6 96 (mnO%) t r2sin? § 92

FIN DE L’EPREUVE
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