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Le sujet comporte sept pages, numérotées de 127, et quatre parties nommfécs
I, IL, IIT et IV. Le diagramme suivant représente les dépendances entre celles-ci.

. A H b) a2
Il est possible d’uiliser le résultat d’une question méme si elle n’a pas été traitée,
a condition d’indiquer clairement son numéro. La clarté, la concision et la préci-
sion de la rédaction seront prises en compte dans la notation.

oF

Notations et rappels

Dans tout le sujet, n > 1 est un entier. On note R I'ensemble des nombre
réels et R, l'ensemble des nombres réels positifs ou nuls. Dans R”, (-, -) dé-
signe le produit scalaire canonique, et | - || la norme euclidienne associée : si x =
(%15 .- %,) ety = (y;,...,y,) sont deux points de R*,

(x,y) = ﬁ]xm et |« = lez

i=1

On note AT la transposée d’une matrice A. Une fonction f + R* = R est convexe
si

Ve,x' €RL VAE[0,1],  fx+(1—2)x') <Af(x) + (1 =N f(x).
Pour L > 0, une fonction F : R” — R" est L-lipschitzienne si
V¥ €R", [F(x)— F(x)] <LJ¥ —x].
Un point x, € R" est un posnt fixe d’une fonction F : R* — R” s Bl ) =%

o
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Partie I, — Inégalités variationnelles et projection sur
un convexe fermé

A. — Inégalités variationnelles

C?ettc’ partie introduit les notions de solution faible et forte d’une inégalité varia-
tionnelle, ainsi que les opératenrs monotones.

Soit G : R" — R” une fonction et C ¢ R” un ensemble convexe fermé non-
vide.
On dit qu’un point x, € R" est une solution forte de G sur Csix, € Cetsi

vxe C, (G(x,),x—x,)=>0.
On dit qu’un point x, € R est une solution faible de G sur Csix, € Cetsi
vxeC, (G(x),x—x,)>0.
On dit que G est un gpérateur monotone si
vx,x' € R", (G(x') — G(x),x" —x) > 0.

1) Montrer que si G est un opérateur monotone et si x, € C est une solution
forte de G sur C, alors x, est une solution faible de G sur C.

2) On suppose dans cette question que G est un opérateur monotone continu
et qu'il existe x, € Cune solution faible de G sur C. Soient x € Cet €]0,1].
On pose x) = x, +A(x — x,).

a) Montrer que (G(x,),x —x,) > 0.
b) En déduire que x, est une solution forte de G sur C.

3) On suppose dans cette question que n = 1.

a) Soit G : R — R une fonction continue et C C R un ensemble convexe
compact non-vide. Montrer qu’il existe une solution forte de G sur C.

b) Montrer qu’il existe un ensemble convexe compact non-vide C C R et
une fonction G : R — R continue tels qu’il n’existe pas de solution faible
de G sur C.

4) a) On suppose dans cette question que n = 1 et que G est un opérateur

monotone. Soit C C R un ensemble convexe compact non-vide. Montrer
qu’il existe une solution faible de G sur C.
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b) Montrer que pour tout n > 1, il existe un enscmb]l;nconv;:: tcolmPaﬁ:
non-vide C C R" et un opérateur monotone G : - els quii

nlexiste pas de solution forte de Gsur C.

B. — Projection sur un convexe fermé

Cette partie introduit la notion de projection sur un convexe  fermé et érablit quelques
propriétes.

Soit C C R" un ensemble convexe fermé non-vide. On note d¢ : R" — R1la
fonction définie par
dcy) = inf I )

poury € R".
S) Soity € R". Montrer qu’il existe un point x € C tel que

de(y) =y —xI- (*)

On admet que les deux propriétés suivantes sont vraies :

(i) pourtouty € R le point x € C vérifiant (x) est unique, il est appelé
projeté orthogonal de y sur C et noté I (y);

(ii) Ilc(y) estlunique point de C vérifiant
Vx' € C, (x' —Tlc(y),y —Ic(y)) < 0;
6) Soienty,y’ € R".On posex =TIl (y) etx’ = Il (y"). Montrer que

0< Il — x> =2 ¢y, x — ') < |y’ — 9.

o
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Partie II. — Un cas d'existence de solution et
théoréme du minimax de von Neumann

Cette partie démontre Uexistence d’une solution forte dans le cas d’un opérateur mo-
nf)tone et continu sur un ensemble convexe, compadt et non-vide et en déduit le théo-
réme du minimax de von Neumann.

Soient C C R” un ensemble convexe, compact et non-vide, G : R” — R" un

opérateur monotone continu ety > 0.
On définit deux suites (y;);; et (x;);5; d’éléments de R™ en posant y; = 0,
x, = I (y,), puis en définissant par récurrence pour tout entier j > 2::

y=-n2Gkx) e x=Tc0)

i=1

Pour tout entier j 2> 1 on pose
B = e 2

= [l = Il =2 s = %p00)

Enfin, on fixe x € C et pour tout entier j > 1 on pose
2 2

Dy(x) = Il = ][ =2 (3% = %) -

7) Montrer que pour tout entier j > 1,
21 <G(x),xj - x) < 27 (G(x,.),xj - x) = D;(x) — D, (x) + B;.
8) En déduire que pour toute > 0, il existe X, € Ctel que
vx e C, (G(x),% —x)<e

: - 1 ¢N
INDICATION. — On pourra considérer un point de la forme }]j=l x, avec
N > ety > 0 judicieusement chotsts.
9) En déduire qu’il existe une solution forte de G sur C.

Pour tout entier p > 1, on note AP = {x = (xl,...,xp) € (RL)P: Zf=1 o = 1}.
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10) Soient m, n > 1 deux entiers, A une matrice réelle de caille m x n. Soit G :
R™ x R" — R™ x R" la fonction définie par

Y(a,b) € R" x R", G(a,b) = (—Ab,A’a).

On identifie R™ x R" avec R™*".

a) Montrer G est un opérateur monotone continu.
b) En déduire que

i = j ,Ab) .
i e A

Partie III. — Itérations de Krasnoselskii-Mann

Cette partie introduit les itérations de point fixe de Krasnosel$kii-Mann et établit
leur convergence.

11) Montrer qu'il existe un entier m > 1 et une fonction F : R — R™ 1-
lipschitzienne telle que pour tout x € R™, F(x) # x.

12) Montrer qu'il existe un entier m > 1,un pointx, € R™, unesuite (x, ), dans
R™ et une fonction F : R™ — R™ I-lipschitzienne tels que les trois propriétés
suivantes sont vérifiées :

(i) F(x,) = x,,
(i) Ve>1, x4 =F(x),
(iii) la suite (x, ), ne converge pas.

Soit 7 > 1 un entier et F : R” — R” une fonction I-lipschitzienne admettant
un point fixe x, € R". Soit 6 € ]0,1[, x; € R" et pour k > 1, on pose

X1 = X% + 0(F(x,) — x,.).

13) Montrer que la suite (|x, — x,|) esq Ot décroissante.
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14) Soit k > 1. Montrer que

s — %7 + 61— 6) B () — %l
— (1= 6) |, — %[ + O IF(a) —%I* -

15) Montrer que la suite (||x,;; — %[])i>1 converge vers 0.
16) Montrer que la suite (x; ) converge vers un point fixede F.

oF

Partie IV. — Théoréme de Baillon-Haddad et descente
de gradient

Cette partie porte sur les fon(Tions convexes dont les gradients sont lipschitziens, éta-
blit le théoréme de Baillon-Haddad & la question 21), lequel permet enfin d étudier
la convergence de la descente de gradient en Uinterprétant comme une itération de
Krasnoselskii-Mann.

Soit f : R* — R une fonction de classe %!. Onnote Vf : R* - R"la
fonction gradient qui 2 x € R" associe le vecteur

Vf(x) = (%{(x))m.

Pour x € R, si elle existe, on note V2 f(x) la matrice hessienne de f enx:

o f
V2f(x) = ( ox0%, (x)) o ;
Ljsn

On suppose dans toute cette partie que f est convexe et qu'il existe x, € R" tel
que V£ (x,) = 0.On note I la fonction identité sur R” et on considére L un réel
strictement positif.

17) Montrer que f admet un minimum en x,.

INDICATION. — Pour un pointx € R" donné, on pourra considérer la fonction
¢, : R — Rdéfiniepar ¢,.(t) = f(x, +t(x — x,)) pourt € R.
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18) Montrer que si f est de classe €2, alors pour tout x € R”, V2 f(x) est une
matrice symétrique positive.

19) Le but de cette question est de montrer que Vf est L-lipschitzienne si, et
seulement si,

| Va,x' €R", f(x') - f(x) — (Vf(x),x’ —x) < %]Ix' —x*.  (P)

a) Montrer quesi V f est L-lipschitzienne, alors la propriété (P) est vraie.
b) Montrer quesila propriété (P) est vraie, alors

VxeR", |V <2L(f(x) - f(x.)).

) Montrer quesila propriété (P) est vraie, alors

Ve, x" €R",  f(x') > f(x)+(Vf(x),x — x)+% IVf(x')— Vf(:nc)”2 .
d) Conclure.

20) On suppose dans cette question que f est de classe #2. Montrer que les trois
propositions suivantes sont équivalentes.
(i) Vf est L-lipschitzienne.

(ii) Pour tout x € R”, la matrice LI, — V2f(x) est symétrique positive, ol
I, désigne la matrice identité de taille n x n.

(iii) Pour toutx € R, les valeurs propres de V2 f (x) appartiennenta [0, L].

On ne suppose plus que f est de classe 2 et on suppose dorénavant que V f est
L-lipschitzienne.

21) Montrer que I — 2V f est I-lipschitzienne.
INDICATION. — On pourra utiliser linégalité de la question 19c).
22) Soitx; € R". Pour k > 1, on définit par récurrence

1
T = % — 7 V(%)
Montrer que la suite (x; ), converge et que

f(x) —— inf f(x).

k—+c0 xeR"

L



