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OMAR SADIK

Exercice I
a+b a a
Soient a et b deux réels, a # 0, on considere la matrice A = a a+b a et on note
a a a+b

1 11
J=11 11
1 11

1°. Quel est le rang de la matrice J? Diagonaliser la matrice J sans calculer de déterminant. On

20
3,
4°,

ne demande pas la matrice de passage.

En déduire que la matrice A est semblable a une matrice diagonale que I'on précisera.
Justifier, sans calculs, que le polynéme minimal de la matrice Aest: 4 = (X - b)(X—-3a—-Db).
Déterminer les puissances successives de A par deux méthodes différentes :

a/ En déterminant le reste dans la division euclidienne de X" par le polynome 4 = (X —
b)(X —3a - b). On pourra laisser la réponse en fonction des matrices A et I. Pour sim-
plifier les calculs, on posera A = 3a + b et on pourra laisser A dans la réponse.

b/ Calculer J* pour tout entier k = 1, puis utiliser A=aJ+b].

On pourra laisser la réponse en fonction des matrices J et I (sans le signe somme).

Exercice I1

Dans cet exercice n est un entier naturel non nul. On note P = a9 + a; X + a2X2 Fevtap1 X" un

polynéme de degré n — 1 a coefficients réels. On note, pour k € [0,n—1],w) = e

i2k
n

T .
les n racines

n-iémes de 'unité. Le but de 'exercice est de démontrer le résultat suivant :
(*) le produit P (w;) P (w2)...P (wy-1) est un nombre réel.

50

6°.

8°.

9°.

i2.
Exemple. Si on note j = e's , déterminer ce que vaut 1+ j + j2. Choisir un polynéme de votre
choix de degré 2 a coefficients réels tous non nuls et tous différents et vérifier le résultat (*).

01 0
0 01
On note la matrice J de 4,([R): ] = (chaque ligne et chaque colonne
. . 01
10 00

contient un et un seul 1).
Démontrer que le polyndome caractéristique de la matrice J est y; = X" — 1.

ay a a2 - ap-2 Aap-1
an-1 a9 a1 - aup-3 Aap-2
. Onnote A= € My ([R)
a a3 ay - ap a
a) a a3 - Qap-1 ap

(les coefficients du polynéme P se trouvent sur la premieére ligne, puis sur les lignes suivantes
avec un « décalage d'une case vers la droite »). Comparer la matrice A et la matrice P(J) (on
ne demande pas le détail des calculs).

Diagonaliser la matrice J dans .#,(C) (on ne demande pas la matrice de passage), puis dia-
gonaliser la matrice A dans .#,(C).

En déduire le résultat (*)
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10°.

11°.

12°.

13°.

14°.

15°.

16°.

17°.

18°.

19°.

20°.

Question de cours. Si E est un espace préhilbertien réel muni d'un produit scalaire (|) et de
sa norme euclidienne associée notée |||, si F est un sous-espace vectoriel de dimension finie
de E, on définit le projeté orthogonal sur F d'un vecteur x de E noté pp(x) ainsi : pr(x) est
I'unique vecteur de F vérifiant x — pp(x) € F~.

a/ Si(ep,e,e2,...,e,) estune base orthonormale de F, démontrer que pg(x) =

4

n
(x| e;)e;.
0
4 2 2 = A2 2
b/ Démontrer que pour tout vecteur x de E, || pr(x)||” < |lx]® et que )_ (x| e;)* < [|x]°.
i-0

a® + b?

Justifier que pour tout couple (a, b) € R? : |ab| < . On note désormais F = R,[X],I =

[0, +oo[ et E 'ensemble des fonctions continues de I dans R, telles que la fonction £ — (f ()%e”
soit intégrable sur 'intervalle I. Justifier que pour f et g dans E, la fonction £ — f(£) g(t)e_t
est intégrable sur I'intervalle 1.

Démontrer que E est un espa+ce vectoriel et que I'on définit un produit scalaire sur E en po-
sant: Y (f,g) € E5(f|g) = fo oof(t)g(t)e_t dt.

On identifie R[X] et les fonctions polynomiales sur R. Justifier que F est un sous-espace vec-
toriel de E. Ainsi (|), défini sur R[X], par V(P, Q) € R[X]?, (P | Q) = f+ooP(t)Q(t)e_t dt est un
produit scalaire sur R[X]. °

Pour tout n € N, on pose pour tout réel x,

X Jn
€A (ynex

— (x"e™¥).

- e’
hn(®) = x"e™ et Ln(x) = —h (0 = — -

a/ Calculer pour tout entier naturel p < n, hn(p) (x).
Si p < n, que vaut hﬁ,p )(0)2

b/ Démontrer que L, € R[X], préciser son degré et son coefficient dominant.
+00
Soit g élément de R[X], exprimer < gl hg,"’) en fonction de f g(") (t)h,(t)dt, puis exprime
+00 0
(g |Ly,) en fonction de f g™ (nt"e'dst.
0
SiL;etLj, aveci< j, sont deux éléments de F, déterminer (L; | Lj).
+00
Calculer par des intégrations par parties, f t"e ' dt, puis pour tout n € N, calculer (L, | Lp,).
0

Que peut-on en conclure concernant la base ( Lo, Ly, L2,...,Ly, ) de vecteurs de F? Exprimer,
pour tout g élément de E, pr(g) dans cette base.

+00
Démontrer que la série Y (g | L,)> converge et majorer Y (g |Ly,)>.
n=0 n=0

-1
Pour a > > on pose gq(x) = e”**. Vérifier que pour tout « € R, g, € E. Démontrer que

+00
Y (galLn)’ = | gal”
n=0
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10

rg(J) = 1, lamatrice J est symétrique réelle donc diagonalisable.

On adimker J = 2, donc ker J # {0}, alors 0 € Sp (J) et m(0) = dimker J = 2, donc Xj est de la
forme X; = X*(X - 7).

0 00O
OrTr(])—3—0+0+/l;doncx]—X2(X—3).]estsemblableé( 00O )—D
0 0 3

2%, 3P € GL3(R) telle que

A=aJ+bls:
A=aPDP '+ bl
=PlaD+bI5) P!

b 0 0
Donc A estsemblablea| 0 b 0

0 0 3a+b

3°. Aest donc diagonalisable, donc son polynéme minimal 7 4 est simplement scindé, alors :

40

MMy=X-a)(X-3a-Db)

a/ D’autre part
dQeR[xl;3a, feR X"=m4-Q+aX+p

Alors :
b" = ab+p
Ba+b)" = aBa+b)+p
Donc
A —p"
a =
alors 3a b
=p"-(A"-b")—
p=b" (A" b")
or T 4(A) =0; donc
A — p"
A" = b A+ bn—(ﬂn—bn)ﬂ I3.
3a 3a

b/ k=1 :]k = 3k_1] (Récurrence).

m n
An — Z uk]k . bn—k
k=0 k

n

=b"Is+ Y (Z)a’“-s’“‘ll-b""“
k=1

n

n
= b"13+% 2. (n)(sa)"b”"‘-l— LAy

=0 k 3
Ba+b)" b"
=b"I3+ ——J— —
3 3 J 3 J

n_ pn
A":bnls_i_w].
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50

6°.

7°.
8°.

9°.

Onprend: P(X)=1+2X+3X?: n=3

P(w)=P(j)=1+2j+3j%=1+2j+3j°

P(w2)=P(j*)=1+2j2+3j*=1+2j*+3j

P(w1) P(w2) = (1+2j+3j72)(1+2j%+3j)
=1+2j2+3j+2j+4+6j2+3j%2+6j+9.

=14+11j+11j2
=14 +11[-1]
=3€eR.

X -1 0

0 X -1 0 0

Xy = : 0 X
0 -1
-1 0 : 0 X

On effectue I'opération suivante :
Ci — C1+XC+ X?C3 +...+ X" 'C,
et on développe suivant la premiere colonne :
x7= (1" (X" -1)det(Diag(-1,-1,...,—1)) = X" - 1

OuDiag(-1,-1,...,—1) est une matrice diagonale d’ordre n — 1.
A=aplz+arJ+az]?+-+ap 1 J" ' =P())

3Q € GL,(G) telle que J = Qdiag(wo, @1, .eeey Wp—1) Q_1 car ses valeurs propres sont exacte-
ment les wy, avec k=0,...,(n—1)

Donc A = Qdiag (P (wo), P (w1),..., P (wp-1)) Q_1

Ici peut étre il veulent montrer que P (wy)...P (w,-1) €R.
OnadetA=P(wg)P(w1)...P(wy-1), le produit de ses valeurs propres.

Or Ae 4, (R), doncles a; € R, donc det A € R, d’ot1 le résultat.

det A

P (wo)
Si P(wg) = 0 donc P(1) =0, on peut montrer que P (w;)...P (wy-1) € R sauf que la démons-
tration est loin du chemin de I’exercice.

Remarque: Si P (wg) # 0, alors P (w1)... P (wy-1) = eR.

Probleme

10°.

n
a/ pr(x) € F; donc ay,...a, € Rtel que pr(x) = )_ a;e;
i=0

n

Soit j € [0,n]: (pp(x) | ej) = )_a;{e;i|ej)=a; donc aj=(pr(x)—x+x|ej)=(x|ej)
i=0

car x — pr(x) € F'. Donc

pr(x) =) (x|e;)e;
i=0

b/ Ona: x=x-prx)+pr(x)
Donc || xII? = | x - pr®) |* + | pr@)|* +2(x - pr) | pr®) = | x - pr @) |* + | pr@)||*
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Cpge'paradise-ém - pr(x) € Ft et pr(x) € F. Donc
Ipr@)|? < )2

lpr)|? = (pp(x) | pr(x))

=ZZ<xlez><xleJ><ezleJ>

Z (x| e;)?

n
Or |pr®|*<lxI? Donc Y (x| en*<x|?
i=0
2 2
a
11°. Ona (lal - |b|)*> =0, donc

= |ab).

-t— f(t)g(t)e't est continue sur I.
f2(De ' +g2t)e!

5 .
or f,g € Edonc t— f(f)g(t)e " estintégrable sur I.

-VE=0. |f(ngnet|<

12°. Soit f,g,h € E et A € R, alors d’apres la question précédente (f | g) est bien définie. c’est
facile de vérifier les propriétés suivantes :

-(flg)=(glf.
-(f+Ag|hy={f|h)+A{g]|h).

+00
-fl1f= fi(x)e 'dt=0car f(x) eR.
0
- Supposons que (f | f) =0, alors: V£ =0; fz(t)e_t =0donc f=0sur I.

Alors (.| .) est un produit scolaire sur E.
13°. FcE,carVPeF: P*e ' =0(1/t?) lorsque t est proche de I'infini, et 'application ¢ —
1
7 est intégrable sur [1,+oo[, donc 'application £ — P?(f)e”! qui est continue est intégrable
sur I.
Or F est un espace vectoriel, donc F est un sev de E.

14°. a/ Supposons que p < n; par la formule de Leibnitz :

p
h(P) (x) = Z (Z) (xn)(k) (e—x)(p—k)

k=0

_ Z( ) _.k)' n—k(_l)p—ke—x

Doncsip<mn,alorsn—k=n—-p>0,donc hf,p)(O) =0.
b/
ex
Ln(x) = —h™ (1)

_ D" , n—k
£l
n (- l)k k
-2

(-n"

d°L,, = n et son coefficient dominant est
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+00
Peut étre ici il y’a une faute de I'énoncé, il veulent dire calculer f g(1) hi,") (t)dt en fonc-
tion de f g(”) (O h,(t)dt.
()}
+00 +00 +00
f gOhP (vdt=[g®Ohy )], - f g h" V(dte
()} (]

+o00o
—f g mh P (dt
0
Car (" Vg) (¢) est de la forme P(t)e”" — - 0ouPeRIX]; et h"Y(0) = 0.

+00 +00
Par récurrencef g(t)hﬁlﬂ)(t)dt — (_l)nf g(n)(t)hn(t)dt
+00 0 0
(gILn>=f0 g)Ly(t)e ' dt
_Efo g(h, (ndt

_ n +00
= g[ g™ (t)h,(ndt.

1 n

16°. Par applicatlon de la question précédente :

+00 1 +00 () (_1)] +00 ()
(Li | Lj) :f Li(t)Lj(ne 'dt= Tf Lynh? (pdt = —f LY (th;®de=0
0 ]! 0 J ]! 0 !

Car L; est un polynéme de degré i et j > i.
+oo

17°. Posons I, :f t"e 'dt,onaly=1,soit neN*, alors
0

+00
In:—[t”e_t]goo+nf t" e tde
0

=nl,
Par récurrence : I, = n! pour tout n € N.
A . . . -D" (n) (-D"n!
On a L, est un polyndme de degré n et de coefficient dominant P doncL,” = —=
n! n!

(—1)". Par application de la question 15), on a ainsi :

(L Ly = f L™ et dt

_ & 1) (-D" f "o ldt
= lf e t"dt

n! 0
=1

DoncVrneN,| L, =1
18°. (Lg,..., L) est une famille de polynémes de degré échelonné, de plus Vi € N: L; # 0 : car
dL;=i,etVie[0,n]:L;e FetdimF =n+1 = Card (Ly,...,L,).
Donc (Lg,...,Ly) est une base de F, de plus Vi;j : (L,- | LJ-> = 6,-,1-; donc c’est une BON de F.
n
Alors: pp(g) =) (g |Li)L;.
i=0

n
19°. Par application de la question 10)b), Yrn € N; } (g | L)% < ||g||*, donc la série Y (g1 L)% a
i=0 i>0
termes positifs et sa suite des sommes partielles est majorée donc elle est convergente de plus

+00
Y (glLy?<|g|
i=0
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cpge- pz%mdlse Cb 1 application g, est €° sur I, de plus t — ga(t)e e atDt

car2a+ 1>0;alors g4 € E.
|gal®= (g« ga)

+00
:f o~ 2atDE g
0
1

T 2a+1

+00
(8alLn) =f0 go (DL, (e 'dt
1 +00
= —f g (M (Ddt

(”f g, (ndt

= e “t"e tdt
n
:a_n oo tne—(a+l)tdt
n! 0
a [t uw"  _, du
=— e
nlJo (a+1)" a+1
an
=———n!
(x+1)"1p!
al’l
- (a+1)n+1
2
@ 1 1 1 s
r——— < 1. Donc = . = =
(a+1)2 ,,Z(,(g"' Ln)" = (@+1)2 1__a_ 2a+l | &l
(a+1)2
Pour vos remarques sadikoulmeki@yahoo.fr

est intégrable sur I

717



