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Correction Mathématiques D 2026 - MP

Martin Aléon, Xavier Goubault--Larrecq

21 avril 2026

Dans tout le sujet, on note Z, une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de parametre .
Si X est une variable aléatoire, on note Gx sa fonction génératrice.

Préliminaires
Partie préliminaire : Lois de Poisson, inégalités

Soit A € RY..

(1) Calculer la fonction génératrice de Z.

(sA)Fe= _ A1)

Ona Gz, (s) = Z S*P(Zy = k) = Z o

keN keN

a ontrer que pour tous u,r > 0 on a A=2Tr)< e erar .
2 M 0 P(Zy > ) < e~ UF[etZ

Soit u,r > 0. Par croissance de x — e"* puisque u > 0 (il suffit en fait d’avoir u > 0, ce
qu’on réutilise dans la question suivante), P(Zy > r) = P(e%?* > ) < e “E(e%?) par

inégalité de Markov (I’espérance est bien définie dans R, les quantités étant positives).

(2b)  Montrer pour tout r > X on a P(Z) > r) < exp(—rln(r) + rln(\) +r — X).

Par définition de la fonction génératrice, E(e%?) = Gz, (e*) = M= du fait de la ques-

tion 1. On a donc, par la question précédente, P(Zy > r) < e wrtAE =) pour u > 0. 11
s’agit donc de trouver la valeur de u qui minimise le terme —ur 4+ A(e* — 1), qui a pour
dérivée en u : —r + Ae*. On peut donc prendre u = In(r) — In(A) > 0 et on obtient alors
[P(Z)\ > ,,,) < e~ In(r)r+rin(A)+r—X

(2c) Montrer que pour tout r €]0,A\] on a P(Z) <r) <exp(—rln(r) +rin(A) +r — ).

On applique le méme raisonnement qu’aux deux questions précédentes, mais en composant
par z — e~ “F qui est décroissante avec u > 0. En effet, par Markov et le calcul de la question
1, pour un tel u : P(Zy < 7) = P(e "4 > %) < eWE(e %41) = ¢wtMe ™ ~1) En prenant
u = In(\) — In(r) > 0, on obtient alors P(Zy < r) < e~ 2()rdrn()+r=A
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(3) Montrer que pour tout entier £k > 1 on a In(k!) < (k+ 1) In(k) — k + 1.

Par croissance du logarithme, on a In(i) < ‘[,’;H In(z)dx pour tout i € N*. Comme le
logarithme a pour primitive zIn(xz) — x, on en déduit en découpant le k-ieme terme que :
k—1 e
In(k!) = In(k) + Z In(z) < In(k) + / In(z)dx =In(k) + (kln(k) —k+1) = (k+ 1)In(k) — k + 1.
J1

1=1

1. Opérateur de Chen-Stein et approximation poissonienne

1.1. Opérateur de Chen-Stein

Dans toute cette partie, A désigne un réel strictement positif. Etant donnée une fonction
f N —= R, on définit pour tout entier n > 0 :

Lxf(n) = Af(n+1) = nf(n);
Ainsi, £y f est une fonction sur N a valeurs dans R.

On note F l'espace vectoriel des fonctions bornées définies sur N & valeurs dans R muni de la
norme

[flloc = sup | f(n)|
n>0
pour f € F.

On note Gy I'ensemble des fonctions f : N — R telles que f(Z,) € L', et on admet que c’est
un R-espace vectoriel. On munit Gy de la norme

£l = Ell£(Z20)]]
pour f € G).
(4a) Montrer que || - [|(y) définit bien une norme sur Gy.

Soit f,g € Gy, il faut vérifier que :
Ifllny = E[lf(Z2)[] = 0. 11 s’agit de la croissance de 'espérance.

L’homogénéité : il s’agit de la linéarité de ’espérance et I’homogénéité de la valeur
absolue - [z fl|(x) = Ellzf(Z))[] = [=] - EILF(Z0)]] = [2] - [|fllov)-

— L’inégalité triangulaire : par inégalité triangulaire usuelle et la croissance de ’espérance,
puis la linéarité [| f+gl[(n) = E(1f(Zx)+9(Z0)]) < E(f(Z0)[+]9(Z0)D) = £l +lgllr)-
Séparation : on sait que pour tout k € N, 0 < P(Z) = k), et de plus, en tronquant une
somme de termes positifs a un seul, que E[|f(Z))|] > |f(k)|P(Zx = k). On en déduit
que si E[|f(Zy)]] =0, alors f(k) = 0.

(4b)  Montrer que £ définit une application linéaire continue de F dans Gy.
Soit f,ge F, peR,ona:

Lr(f +rg)(n) = A(f + png)(n+1) = n(f(n) + pg(n))= Lr(f)(n) + pLxr(g)(n)
Donc £ est linéaire. Montrons qu’elle est a valeurs dans G, et qu’elle est continue.
On a [f| < ||fllec- On a donc |(Af(Zx + 1) — Zxf(Z))| < M[flloo + Zallfllcc Presque si-
rement par inégalité triangulaire, car Z) presque strement positive. On en déduit que
ILA( )2y < 2A[|f]loo puisque E(Zy) = A. D’ott 'appartenance a Gy et la continuité.
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(4c) Montrer que si f € F et si X est une variable aléatoire L' & valeurs dans N, alors
,C)\f(X ) c L.

On a |f| < ||f]le done, de méme que dans la question précédente, |Af(X +1) — X f(X)| <
M flloo + X flloo Presque stirement et

EALA(NX)) < A+ [ X)) flloo < +00

Donc L f(X) € L.

(5a)  Soit X une variable aléatoire L' & valeurs dans N. Montrer que X suit une loi de Poisson
de parametre A si et seulement si E[Ly f(X)] = 0 pour tout f € F.

Si X suit une loi de Poisson de  parametre A, si f € F, on a
E[LAf(X)] =EN(X+1) = Xf(X)] =AE[f(X +1)] —E[Xf(X)] par linéarité de les-
pérance. On a donc :

E[LAf(X)] = ¢ (A > - % njjf(n))

neN* neN
il ne reste alors que le terme en 0 de la somme de droite (tous les autres se compensent deux
a deux). Ce terme est nul, donc E[L)f(X)] =0

Réciproquement, si E[Lyf(X)] =0 pour tout f € F, on peut en particulier pour une
indicatrice f = 1,, pour un certain n € N. Ainsi, on a

0=E[Lr1n(X)] =) (ALn(k+1) — kL, (k))P(X =k) = AP(X =n —1) —nP(X =n)
kEN
Donc pour tout n € N*, on a P(X =n) = 2P(X = n — 1) ce qui donne par récurrence que

n

P(X =n)= %[P(X = 0) pour tout n € N. En sommant sur tous les événements possibles,

SPX=0)=) glP(X =0)=> P(X=n)=1

neN ' neN

Donc P(X =0) =e et P(X =n) = ’\"foA c’est-a-dire que X suit une loi de Poisson de
parametre \.

(5b)  Soit g € F. Montrer que si E[g(Zy)] # 0 alors il n’existe pas de fonction f € F telle que
Lrf =y

Par le sens direct de la question précédente, pour tout f € F, E[Lxf(Z))] =0 # E[g(Z))] et
donc Ly f # g puisque L) f(Z)) et g(Z)) ne suivent pas la méme loi, ayant une espérance
différente. Ceci prouve le résultat demandé.

(6) Soit g € F. Démontrer qu’il existe une unique fonction hy : N — R vérifiant
hg(0) =0 et Lyhg =g

et montrer que pour tout £ > 0 on a :

h(k +1) =
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Pour tout h vérifiant L h = g, on a la relation Vn > 0, Ah(n+1) —nh(n) = g(n). Commencgons
par vérifier que la formule donnée vérifie cette relation de récurrence.
kle? Me™A (k—1)ler MeA

N Z i g(j)—kT Z

)\hg(k+1)—l<:hg(l<:) = A 7l
0<j<k 0<j<k—1

9(j)=g(k)

La fonction proposée convient donc bien, ce qui montre 'existence.

Soit h une autre fonction qui convienne. Notons n > 1 (car h(0) = hy(0) = 0) le plus
petit indice ou elle differe de h, en raisonnant par 'absurde. On a donc par minimalité de
cet indice que h(n) _ g(nfl)f(n)\fl)h(nfl) _ g(n—l)—(n;l)hg(n—l)

donc h = hy d’ou 'unicité de hy.

= hg(n). Contradiction, on a

7 Montrer que si g € F et Elg(Zy)] = 0 alors ||hg]lco < €]|g]|oo- Selon 'approche choisie, il
g

est possible qu’il soit plus naturel d’identifier une autre borne explicite, tout résultat numérique
explicite sera valorisé.

Si E[g(Z))] = 0, on peut utiliser la queue pour majorer

Y. P(2h=

0<j<k

< llgllo D_P(Zx = 5) = llgllocP(Zx > k)

k<j k<j

|- g

par formule de transfert, inégalité triangulaire et positivité des probabilités.
On a donc pour A < k+1:

hg(k+ 1) _ P(Zx>k) _ KlerP(Zy >k +1)
lgllo = AP(Zx=k) AR
< 6)\7(19#1)ln()\)+1n(k:!)f(k:+1)ln(k:+1)+(k+l)ln()\)+k+lf)\

_ eln(k!)f(k+l) In(k+1)+k+1

- par ce qu’on vient de dire

- par question 2b

< elktD) In(k)—k+1—(k+1) In(k+1)+k+1 - par question 3

_ 1 1 1
= e(k+1)1n(1 wr )42 < e - par concavité du logarithme, In (1 - > < -
k+1 k+1

Pourle cas A > k£ 4 1, on n’a pas besoin de cet argument de queue, puisqu’on peut directement

> P2y =13)9())

0<j<k

utiliser < |l9lleoP(Zx < k) et faire le méme type d’argument :

|hg(k + 1) [P(

_ kleP(Z) < k) _ KlerP(Zy < k+1)
19]loo

< k)
( — k‘) N+l — \e+1
A—(k+1) In(A)+In (k) — (k+1) In(k4+1)4(k+1) In(\) +k+1-X

- par question 2c¢

PA I IA
D

- par exactement le méme calcul

De plus, il est trivial que |hy(0)] = 0 < e|g]/co-
Au total, en ayant distingué selon sa position relative a A, quel que soit & € N, on trouve
lhg(K)| < ellglloc et donc [|hgloc < el|glloo-

Remarque : la borne obtenue avec ce calcul peut possiblement étre améliorée en utilisant les
formules d’Euler-Maclaurin pour estimer In(k!).
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(8) Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N. Montrer que :

sup [P(X € A) —=P(Z) € A)| < esup{E[Lsf(X)] : f € F, [|fllc <1}

Soit A C N, on pose ga(x) =14(z) —P(Z)y € A) € F et ||gallco < 1. Par la question 6,
il existe un unique hy tel que h4(0) = 0 et Lyha = ga. On sait par la question 7 que
[hallso < €]lgalloc < e. Posons alors fa = 1ha qui vérifie |[fallc = [|hafloc < 1. On re-

marque alors que
P(X € A) —P(Zx € A) = E[Lxeca] — P(Z) € A) = E[ga(X)] = E[Lrha(X)] = eE[L) fa(X)]

desorte que |P(X € A) —P(Z) € A)| = elE[Lxfa(X)]| <esup{E[Lrf(X)]| f € F,|Ifllc <1}
(on a enlevé la valeur absolue a l'intérieur du sup car on peut toujours se ramener de f a
—f)-

En passant au sup sur les parties A C N, on conclut a I'inégalité voulue.

1.2. Sommes de variables aléatoires et approximation poissonienne

Soit N > 2 un entier. Dans cette partie, (X;)1<i<n sont des variables aléatoires telles que pour
tout 1 <4 < N, X, suit une loi de Bernoulli de parameétre p; €]0, 1[. On pose

N N
= prv A= sz‘a
i=1 =1

et

N N
W:ZXi, W; = Z X; pourl<i<N.
= j=Lji

Dans cette partie 1.2, f désigne un élément de F.

1.2.1. Variables aléatoires indépendantes

On suppose dans cette partie 1.2.1 que les variables aléatoires (X;)1<;<n sont indépendantes.

(9a) Montrer que

E[LAf(W sz fOV +1) = f(Wi +1)].
On écrit
N
E[LAf(W)] =EAfF(W +1) = W f(W) Z fW+1) - X f(W; + X5))
1=1

N
= (E[f(W +1)] — E[X; f(W; + X;)])  par linéarité de espérance
i=1

On remarque, du fait de I'indépendance (qui permet de %Cparu‘ les probabilités sur X; des
autres), que E[X;f(W; + X;)] = P(X; = DE[f(W; + 1)] + P(X; = 0)E[0] = p;E[f(W; + 1)].
Done E[L,f(W)] = S0, i [F(W + 1) — F(Wi + 1))
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(9b)  En déduire que

sup |[P(W € A) —P(Zy € A)| < 2eB;.
ACN

Dés que X; =0,ona f(W+1)— f(W; +1) =0. Donc :

EL(W +1) — Wi+ 1)]| = [EI(F(W +1) — (Wi +1)) Lx,—1]
<EQFW +1) = F(Wi + 1| 1xm) < 20 fllooElLx,—1] = 20illflloc

Donc, par la question précédente, on a |E[Lxf(W)]] < SN 202 flloo = 2B1||f]loo- En appli-

quant la formule de la question 8., on obtient sup [P(W € A) — P(Z), € A)| < 2eB;.
ACN

(10) Pour n > 1, soit Y,, une variable aléatoire de loi binomiale de parameétres (n, A/n). Montrer
que pour tout n > 1 et pour tout entier £ > 0 on a :
Nee=A

2e)\?
k! '

P(Yn = k) — -

n

On note que Y, = g X; avec les X; indépendantes et identiquement distribuées selon
i=1

une loi de Bernoulli de parametre % Pour cette famille de variables aléatoires, on a By =

n A 2 A2 1 § -1 . beéd P(Y. = k Aee—A
; =) = %, et donc par la question precedente (Y, =k)— il

i=1 \n

< 2e)\?

— n °

1.2.2. Variables aléatoires dépendantes

On ne suppose plus que les variables aléatoires (X;)1<j<n sont indépendantes. Pour 1 <i < N,
on définit ’ensemble D; comme suit :

D; = {j #i: X;, X; dépendants}.

On pose ensuite
T,=) Xj, Si=W-T,-X,.
J€D;
On pose également
pij = E[X; X},
et

N N
By=>_ > pipj, B Z Zpij-
i=1j€D;

i=15€D;

(11) Montrer que

N
E[LAf(W)] =D (mE[f(W +1) = f(Si + 1)] — E[Xi(f(Si + T + 1) — f(Si + 1)]).
=1
On écrit
ELLAF(7)] = ENFOV + 1) — W1 () sz )] - E[X: F(7)]
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Or E[X; f(W)] = E[Xif(Si + Ti + Xi)] = E[Xa(f(Si + Ti + Xi) — f(Si + Xi))] + E[Xi f(Si + Xi)].
De plus comme S; est la somme des X; avec lesquelles X; est indépendante, on a
E[Xif(Si+ Xi)] = pE[f(Si+ D]+ (1 —p) [0 X f(Si +1)] = pik[f(Si +1)].  De  plus

on peut vérifier que X;(f(S; +T; + X;) — f(Si + Xi)) = Xi(f(Si +T; +1) — f(S; + 1)) car
elles coincident si X; = 0 et si X; = 1. On obtient donc, :

N
E[L\fWV)] =Y (mE[f(W +1) — f(S; + 1)] — E[LX;(f(S; + Ty + 1) — f(S; + 1))])

i=1

(12) En déduire que

sup |[P(W € A) — P(Zy € A)| < 2e(By + Bs + Bs).
ACN

Désque T; + X; =0, on a f(W+1)— f(S;+1)=0 (puisque W = S, alors). Pour
cela, il suffit que X; = 0 et pour tout j # i tel que X; et X, soient dé-
pendants, X; = 0. Autrement dit, pour que f(W +1)— f(S;+1)#0, il faut que
X; ou I'un des X; avec qui il est dépendant soit non nul, ce qui arrive avec probabilité
au plus P(X; = 1UUjep, Xj =1) SP(Xi = 1)+ > ep, P(Xj =1) = pi + 3 ep, pj Par in-
égalité de Boole. Ainsi,

N
D opEFW +1) = f(Si+ 1)
i=1

N
<2 fllos Y (p? + > pipj) = 2||flloo(B1 + Bs)

i=1 j€D;

Deés que T; = 0 (i.e. X; = 0 pour tout j # i tel que X et X; soient dépendants) ou X; =0,
on a X;(f(S;i+T;+1)— f(S; +1)) =0. Autrement dit, il suffit que pour tout j # i tel
que X; et X; soient dépendants, X;X; = 0. Donc, le terme est non nul avec probabilité
au plus [P(UjEDZ' XLXJ - 1) < ZjEDi [P(XlXJ - 1) - ZjeDi Dij- Ainsi,

N
<2|flls D > pij = 2| fllooBs

i=1jeD;

N
STEX(f(Si + Ty + 1) — £(Si +1))]
1=1

Au total, on a par inégalité triangulaire que |E[Lyf(W)]| < 2| f|locc(B1 + B2 + B3) et donc
par la question 8 que supy |P(W € A) —P(Z) € A)| < 2e(B; + By + Bs).

2. Inégalités de concentration

2.1. Espérance conditionnelle

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans un sous-ensemble dénombrable borné F de R et
soit Y une variable aléatoire a valeurs dans un ensemble dénombrable F. On pose Fy := {y € F:
P(Y =y) > 0}. On note E[X|Y] la variable aléatoire ¢(Y") ou la fonction ¢ est définie comme
suit. Pour y € F,

0 sinon
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(13a) Montrer que si X > 0 presque strement, alors E[X|Y] > 0 presque stirement.

%, cette probabilité conditionnelle est

Pour y € Fy, comme P(X =2|Y =y) =
nulle des que P(X =z) = 0.

Si P(Y =y) # 0, par ce qu’on vient de dire, quel que soit x € E strictement négatif, du fait
de I'hypothese X > 0 presque strement, on a P(X = z) =0 = P(X = z|Y = y). Dans ce cas,
la définition de ¢(y) est en fait une somme de termes positifs de sorte que ¢(y) > 0.
SiP(Y=y)=0cet ¢(y) = 0 > 0. Dans tous les cas, on obtient que ¢(Y)=E[X|Y] >0
(presque strement).

Remarque : La définition donnée par le sujet (qui est restrictive) montre qu’en tous les
évenements, E[X|Y] > 0 car elle vaut 0 dans le cas d’un événement de probabilité nulle. Le
deuxieme "presque stirement" de I’énoncé est donc inutile selon la définition posée ici.

(13b)  Justifier que E[X|Y] est L', et que E[E[X]|Y]] = E[X].

La famille des zP(Y = yN X = x) pour z € E et y € Fy est sommable. En effet, comme les
événements (Y = y)ycp, forment une partition de I'univers, par la formule des probabilités

totales, on a dans R+ que Y cp epm, [2|P(Y =y N X =) = E[|X]] < +oo. Ainsi, par la
formule de transfert, en manipulant une famille sommable, on a

EX]= Y 2P =ynX=2)= )Y PY =y (Z rP(X = 2]y = y)> = E[E[X|Y]]

zeFE,ycFy yely zeE

La sommabilité prouve également que E[X|Y] est L',

(13c) Montrer que pour toute fonction g bornée on a E[g(X)|X] = ¢g(X) presque slirement.

On étend naturellement les notations utilisées pour Y a X.

Comme g est bornée, g(X) est une variable aléatoire L' & valeurs dans
g(F) dénombrable et borné, ce qui justifie la bonne définition de ce qui
suit. Comme (¢(X)=yNX=2)=X=zng(zr)=y), si = € Fx, on a

o) = 3 WPe() =plX o) = Y yT U EIOEED S s, = gla)
yeg(E) yeg(E)

yEg(E)
ce qui prouve le résultat demandé.

(13d) Montrer que pour toute fonction h bornée on a E[h(Y)X|Y] = h(Y)E[X]|Y] presque
slirement.

Si X est une variable aléatoire a valeurs dans E ensemble dénombrable et borné, on notera
E[X|Y = y] := ¢(y) ou ¢(Y) reprend la méme définition que celle qui a été donnée (qui
dépend de X)) dans toute la suite.

Comme h est bornée et X est a valeurs dans un ensemble borné, la variable aléatoire h(Y )X
est bornée donc est dans L'. On peut donc manipuler la famille sommable pour y € Fy :

ER(Y)X |Y =y =Y h(y)aP(X =z|Y =y) =h(y) Y aP(X =z|Y =y) = h(y) E[X|Y = y]

zeE zeE

Donc E[A(Y)X|Y] = h(Y)E[X|Y] presque stirement.
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Soit Z une variable aléatoire & valeurs dans un sous-ensemble dénombrable borné E’ de R.
(14a) Montrer que si X et Y sont indépendantes, alors E[X|Y] = E[X] presque stirement.

Si X et Y sont indépendantes, pour tout y € Fy et tout x € E, on a

P(X =2V =y) = [P(X[P_(;’ r_n;)— y _PEX u:(;i)ﬁ(; =Y _p(x =)

Ainsi, pour y € Fy,

o(y) = aP(X =z|Y =y) = > aP(X =) = E[X]

z€FE zel

donc E[X | Y] = ¢(Y) = E[X] presque stirement.

(14b) Montrer que si Z est indépendante de (X,Y), alors E[XZ|Y] = E[Z]E[X|Y] presque
stirement.

Comme X et Z sont bornées, X Z I'est aussi et est donc dans L'. Comme Z est indépendante
de (X,)Y),P(X=2nZ=2znY =y)=P(X =2znY =y)P(Z = 2) et donc pour y € Fy,

PX=znZ=zNnY=y) PX=znY=yPZ=z2)
PX=znNZ=z2Y =y)= P =) = P =)

=P(X=2|Y =y)P(Z=2)

Ainsi, pour y € Fy, on a

EXZIY =y|=) Y xP(X=aznZ=z2Y =y)=> > zP(X=z|Y =y)P(Z=2)

r€EE ze R’ z€E ze B’/
= ZZ[P(ZZZ) (ZmP(X:JJ|Y:y))
zeR’ el

= E[ZJE[X | ¥ =]

Donc E[XZ|Y] = E[Z]E[X]|Y] presque slrement.

(14c) Montrer que E[X + AZ|Y] = E[X|Y] 4+ AE[Z]Y] presque siirement.

Encore une fois, comme X et Z sont bornées, X + \Z Iest aussi et est donc dans L'. Pour

y € Fy, on a
EX+MZ)Y =yl= Y (@+X)P(X=anZ=zY=y)
(z,z)eEXE'’
= Y aPX=znZ=:zY=y)+A >  PX=znZ=:zY =y)
(z,2)EEXE’ (z,2)EEXE’
= Z P(X =z]Y =y)+ A Z 2P(Z =zY =y) en sommant d’abord selon x ou z
el ze L’

— E[X|Y = y] + AE[Z]Y =]

Toutes les opérations sont licites car les famille des zP(X =2 N Z = z|Y = y) et \zP(X =
xNZ = z|Y = y) sont sommables. Ainsi, E[X +AZ|Y]| = E[X|Y]+ AE[Z|Y] presque stirement.
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2.2. Un énoncé abstrait

Soient W et W’ deux variables aléatoires a valeurs dans un ensemble dénombrable E. On dit
que le couple (W, W') est échangeable si (W, W’) et (W', W) ont la méme loi.

Dans toute cette partie 2.2, on suppose que le couple (W, W’) est échangeable et on considére
une fonction F : E? — R bornée et qui vérifie F(x,y) = —F(y,z) pour tous z,y € E. On note
enfin ¢ la fonction telle que

E[F(W, W) | W] = (W).
(15) Montrer que pour toute fonction h : E — R bornée on a
E[(W)6(W)] = E[b(W) E(W, W)] = JEI(h(W) — h(W"))F(W, )]
et E[p(W)] =0.

Comme h est bornée et I est bornée, les variables considérées sont bien dans L'. Par la
question 13d, appliquée & X = F(W,W') et Y =W, on a

E[L(W)o(W)] = E [R(W)E[F(W, W')|W]] = E[L(W)F(W,W')]

Montrons maintenant la seconde égalité. Comme (W, W’) et (W', W) ont la méme loi, on a
E[h(W")F(W, W) = E[h(W)F(W',W)]. Comme F(W' W) = —F(W’ W), on a également
E[h(W)F(W',W)] = —E[L(W)F(W,W')].

On a donc ELW)F(W, W] = —ELW)F(W,W’')] c'est-a-dire en écrivant
E[h(W'")F(W', W)] comme une moyenne d’elle-méme et en appliquant cette égalité a un seul

des termes que :

ELL(W)E (W, W) = E[h(W)EF (W, W")] ; E[L(W)F(W, W")]

E[R(W)E(W, W) — E[R(W')F(W, W")]
2

SE[(h(W) = R(W") F (W, W')]

En prenant A = 1 la fonction constante (qui est bornée) on obtient immédiatement que

E[¢(W)] = 0.
Dans la suite, on note A la fonction telle que
SE@6(W) — o(W)F(W, W')[[W] = A(W)

et pour 6 € R, on pose
m(9) = E[e??V)].

On admet qu’il existe deux constantes (déterministes) B > 0 et C' > 0 telles que presque slirement

A(W) < Bo(W) + C.

10
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(16a) Montrer que m(f) < oo pour tout 0 € R, que m est dérivable et que pour tout 6 € R

1 ,
m/(0) = SE[(e"M) — "W F(W, W),

La variable ¢(W) est bornée car F est bornée et par inégalité triangulaire
[¢W)| = [E[F(W. W) | W]| < E[[F(W,W')[ | W] < ||[F||oc. Donc, pour tout 6 € R,
0 < W) < elOllFll ce qui prouve que m() = E[e?*M)] < 4c0.

La fonction 6 — e??W) est dérivable (méme C*), de dérivée d)(W)e@‘f’(W). De plus, pour
0 € [-M; M] avec M > 0 quelconque fixé, on a [¢(W)eP*MW)| < ||F||ooeMIFlle < +00. Par
le théoreme de dérivation terme a terme d’une série de fonctions (corollaire du théoréme
de convergence dominée) m est alors dérivable sur chaque [—M; M], c’est-a-dire sur R, et
m'(6) = Elp(W)efoM].

En appliquant la question 15 & la fonction bornée h : z — /() on a :

' (6) = E[L(W)6(W)] = SEIR(W) — h(W') F(W, W)= SE[(07) — 07 F(aw, )]

(16b)  Montrer que pour tout 8 > 0 on a m/(6) < BOm/(6) + CHm(0), et en déduire pour tout
0 € [0;1/B] (avec la convention 1/0 = +oo lorsque B = 0) on a

C6?
< —
mm(®) < 57— 5p)

Soit 6 > 0, par la question précédente, m/(0) = %[E[(eed’(w) — e%(w/))F(VV, W")]. Or, comme
tanh(u) < u pour u > 0 (car tanh est 1-lipschitzienne et vaut 0 en 0), pour z,y € R on a

6" — e¥| = 2¢"3" sinh(|25Y]) < 2122465 cosh(|25Y]) = 258 (e 4 o).

On en déduit par une inégalité triangulaire et I’échangeabilité de (W, W') que

m'(0) < TE[J6(W) — oW - [E(W, W|(90) 1 0] = T [lo(W) — 6(W")| - [E(W, W]

Par la question 13d puis 13b, on remarque alors que :

E D AW)] = JE [“OVE(6(1) — oW ) FW, W) | W]
= SE [E" 1607 — oW N EW W] W] par 134

= SELM|(G(W) — p(W)E(W, )] par 13b

Donc

m!(0) < OE[??WIA(W)] < BOE[p(W)eP*M)] + COE[??V)] = Bom/ (0) + COm(0)

Si0<6<1/B,alors 1 — Bf > 0, et de I'inégalité précédente, on tire :

m’(6) _ Co
m(f) — 1— B6

En intégrant cette inégalité entre 0 et 6, on en déduit :

_ . < < =
Inm(0) = Inm(f) —Inm(0) < /0 T~ B = , 1- BHdu 2(1 — BO)

11
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(17)  En prenant 6 =t/(C + Bt), montrer que pour tout ¢t > 0 on a

2

P(I¢(W)| > t) < 2¢~ 07287,

1

Soit ¢ > 0, pour 6 ﬁ > 0, comme B et C sont positifs, on a 0 < 3.

Par I'inégalité de Markov, pour tout 6 > 0,

P(p(W) > t) = P(e?MW) > ey < =% ()

Donc, par la question précédente,

P(p(W) >1t) <ex ff)erOiHQ
0] > 1) < exp ’ 2(17B9)

. Tmie A — t a1 _ _C L Ccer t2 __t? o
Avec le choix 0 = 775;, on a 1 — B = 775;, donc s0-50) — 3(c+Bn ©F 0t = &g Donc

co?  _ t2 naleme
—0t + 30-B0) — — 2(C+BD) Finalement,

2

P(¢(W) > t) < ¢ 50¢257

En appliquant le méme raisonnement & —¢(W), on obtient

12

[P((')(Uv) < —f) < e 20+2Bt

Par réunion des événements,

P(|p(W)| > t) < P(¢(W) > t) + P(¢(W) < —t) < 2e 705750

3. Applications

3.1. Sommes de variables indépendantes

Soit N > 1 un entier. On considére dans cette partie des variables aléatoires (X;)i<i<n
indépendantes a valeurs dans un sous-ensemble dénombrable de R (on ne les suppose pas
forcément de méme loi). On suppose qu'il existe une constante (déterministe) K > 0 telle que
| X;| < K pour tout 1 <i < N.

On considere également des variables aléatoires (X!)i<j<y pour tout 1 < ¢ < N X! a la
méme loi que X et telle que (X1, ..., Xn) est indépendant de (X7, ..., X} ). Enfin, on considére
I une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur l’ensemble {1,..., N}, indépendante de
(X1, Xy XN, X0, XD, X)),

Pour tout 1 < i < N on pose
i =E[X;] et o =Var(X;)

ot Var(X) désigne la variance de la variable aléatoire réelle X. On pose également
N
SN:ZXi et S;V:SN—X[—FX}
i=1
On considére enfin pour tout 1 < i < N une constante (déterministe) ¢; > 0 telle que
presque stirement | X; — p;| < ¢

12
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Notons que X est bien une variable aléatoire car X; = Zf\il 17— X;.

(18a) Montrer que (Sy, Sy ) est échangeable.

Si E est un événement, notons P;(E) = P(ENI = i). Commencons par étudier les probabilités
a I fixé, ou on fait attention a l'ordre dans lequel on utilise I'indépendance (puisqu’on n’a
pas d’indépendance globale, ce qui rend la chose un peu lourde) :

Pi(Sy =xnN Sy =y) = Z Pi(Sy =xN Sy =yNX;=2) par probabilités totales

ZGXZ(Q)

= Z Pi(Sy —Xi=z—2nNX/=z—a2+yNX; =2)
2€X;(Q2)

= Z PI=i)P(Sy —X;=xz—2NX;=2NX,=2—z+y)
2€X;(Q)

par indépendance de I vis-a-vis des X;, X j' et Sy par coalition

= Y PU=iP(Sn-Xi=2z—2nX;=2)P(X]=z2-x+y)

2€X;(Q)
par indépendance de X vis-a-vis des (X;)i1<j<n
= Y PU=iP(Sy—-Xi=2—2)P(X;=2)P(X]=2—2+y)
2€X;(Q)
par indépendance des X; entre eux
= Z P(I P(Sy — X; =2 —2)P(X; =2 — 2+ y)P(X] = 2) (méme loi)
2€X,(Q)
= Z Pi(Sy —Xi=2—2NX;=2—2+ynNX,=2) de méme
ZGX,L(Q)

=Pi(Sy =y, Sy =)

Alors, a nouveau par probabilités totales (mais sur les valeurs que peut prendre I) on a
alors :

P(Sy =2NSy=vy)= P:(Sy =2 NSy =v)

s

N
Il
—

Pi(Sy =yNSy ==x) par le calcul précédent

M=

1
P(Sy =yNSy =)

-
Il

Donc (Sy, Sy) a la méme loi que (S%, Sy), c’est-a-dire que (Sn, S%y) est échangeable.

(18b) Montrer que presque stirement

Sn
ElX = —.
[XrlSn] = =
Il s’agit de montrer que ¢(x) := E[X|Sy = 2] = § si P(Sy = z) > 0.
Dans ce cas la, on a
1
2 WP =ylSy =2) = grerms > 3 yP(Xk=ynI=kNSy=1)

yER yER 1<k<N

13
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Or comme par le lemme des coalitions I est indépendante de Xj et Sy, on a
P(Xe=yNI=kNSy=2)=P(X,=yNSy=2)P(I =k) = +P(X, =yNSy =z). En
notant ¢ (Sn) = E[Xk|Sn] et ¢rot(Sn) = E[Sn|Sn], On peut donc écrire :

Ha) = NIPi Z ZyﬂD (Xp =yNSy =x) = Z P (z %(btot(fx):%

1<k:<N yeR 1<k<N

par la question 13c. Toutes les opérations faites ici sur les sommes sont justifiées, car il s’agit
de familles sommables.
Donc E[X;|SNy] = SWN presque strement.

(19) Montrer que pour tout ¢ > 0 on a

12
P(ISy — E[S][ = ) < 2exp (——) :
Yy (e +a?)
Indication. On pourra considérer la fonction F(z,y) = N(z —y).

On va considérer la fonction F' proposée avec le couple (Sy, S%) qu'on sait échangeable par
la question 18a. Calculons :

#(Sn)=E[N(Sy — SN)|Sn] = E[N(X; — X7)|Sy] par définition de Sy
= Sy — NE[X}|SNy]  par question 18b, et la linéarité (question 14c)

Xj]  par indépendance par coalition de X et Sy (et la question 14a)
X;7]  car X; et X} ont la méme loi
= Sy — NE[E[X[|SN]] par la question 13b

=Sy — E[Sy] par question 18b a nouveau

On a également par des calculs totalement similaires :

2A(Sy) = NE[(X; — X7)?|Sn] = NE | > 17—(Xk — Xp)?|Sn | = > E[(Xp — X7.)%|SN]
1<k<N 1<k<N

par indépendance de I vis-a-vis des autres variables, et linéarité de I’espérance conditionnelle
(question 14c).

On a aussi

E[(Xi — X{)?|Sn] = E[X7|SN] — 2E[X;|SN]E[X]] +
= E[X?|Sn] — 2E[X;:|SN]E[X;] +
= E[(X; — E[Xi))*[Sn] + (E[X7] - E[Xi]*) < ¢ + 07

E[X l’ | par linéarité (14c) ainsi que la question 14b
Ef

X 22 ]  méme loi

1
On peut donc appliquer la question 17 avec B =0 et C = 3 Z (Cz2 + aiz) ce qui donne
1<i<N

pour t > 0 :

2 t2
P(|Sn — E[SN]| > ) = P(|p(Sn)| > t) < 2e - =2exp <_N1(c+a)>

14
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(20) On suppose dans cette question que 0 < X; < 1 pour tout 1 < ¢ < N. Montrer que pour
tout ¢t > 0

P(ISy — E[Sn]| 2 1) < 2exp <—m> :

Reprenons la question précédente au calcul de A(Sy) en utilisant que X ? < X7 du fait de
I’hypothese faite & cette question (et on majore le terme négatif par 0) :

2A(Sy) = NE[(X7 — X})?|Sny] = NE[X?|SN] — 2NE[X[|SN]E[X ] + NE[XF]

< NE[X;|Sn] + NE[X/] = Sn + E[SNn] = ¢(Sn) + 2E[SN]

On peut donc appliquer la question 17 avec C' = E[Sy] et B = %, ce qui donne :

2 t2
P(ISn — E[SN]| > t) < 27207251 =2exp | — =1
(IS8 —E[SN]| 2 1) < 2¢ 2072 eXp( Z[E[SN}“)

3.2. Permutations aléatoires

Soit N > 1. On considére une variable aléatoire my & valeurs dans I’ensemble Sy des permu-
tations de {1,2,..., N} qui suit la loi uniforme. On considére également I et J deux variables
aléatoires qui suivent la loi uniforme sur {1,..., N} telles que I, J, 7y sont indépendantes. On
pose enfin 7y = 7 o (I, J) (ou (i,j) désigne la transposition qui échange i et j pour i # j et
(i,7) désigne la permutation identité).

Soit (ai j)1<ij<n des nombres réels tels que 0 < a; j < 1 pour tout 1 < 4,5 < N. On pose

N
SN =D Gimy i)
=1

(21) Montrer que (7, 7)) est un couple échangeable.

Pour tout 4,5 € [1; N], la fonction f: 7+ 7o (ij) de Sy dans lui-méme est une bijection
(car elle est son propre inverse), de sorte que si 7wy suit la loi uniforme
sur Sy, il en est de méme de 7y o (ij). La fonction induit alors une
bijection sur I’ensemble des couples de la forme (7,7 o (i j)) (en I’appliquant sur
les deux coordonnées, elle y est toujours son propre inverse) de sorte que
(mn, v o (i,7)) et (f(mn), f(mno(i,7))) = (wn o (i,7), 7n) ont la méme loi et donc :

1 .
P((my.my) = (0.0) = 5 3 P((mw.mn o (i) = (0.0))
ij=1
1 N
=3 Z P((ry o (ij),7mn) = (0,0"))  par ce qu’on vient de dire
ij=1

= P((ry,7n) = (0,0"))

Donc (7, mly) est échangeable.

15
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(22a) Soit m € Sy une permutation quelconque. Montrer que

N N
2
D (@imy + Qjn() = Gim() — Gimi)” <2 D (Gie(s) T Gim(s) + Gin(s) F Gm(i))-
i,j=1 1,j=1

Soit  w,z,y,z quatre réels dans [0;1], on va commencer par montrer qu’alors
(wt+z—y—22<2w+z+y+2).

Si u et v sont deux réels, on a (u — v)2 > 0, donc u? + 02 > 2uv est-a~dire 2u? + 20?2 >
u? 4+ 2uv + v = (u + '0)2. En particulier, en prenant u =w —y et v =2 — 2z, on a :

(w+x—y—z)2§2(w—y)2+2(1’—z)2

Comme les w, z,y, z sont dans 'intervalle [0;1], on a |w — y| et |x — z| < 1 de sorte qu’avec
en plus une inégalité triangulaire :

(w-—y)?<|lw-—y<w+y, (z-27°<|z—z[<z+2

(@in(i) + Qjn(s) = Gin() — Gm(i)” < 2(0im(i) + ajin(G) + Gin(j) + jm(i))- En sommant, on a
I'inégalité désirée :

Au total, on a donc (w+x—y—z) < 2(w+x +y+ z), et donc pour tout 1 <1i,57 < N que

N N
2
D (@imiy + Gjn() = Gim() — (i)’ <2 D (Gin(e) T sy + Gin(s) + Ajx(i))
ij=1 i,j=1

2
(22b)  Montrer que pour tout t > 0 on a P(|Sy — E[Sn]| > ) < 2exp (—m).

On applique la partie 2.2 au couple échangeable (W, W') = (7, 7y) et & la fonction anti-

symétrique et bornée F(m,7') = N, (am(i) - amr(i)). Comme 7y = 7y o (I, J), presque

tous les termes de la somme précédente sont nuls sauf potentiellement ceux en I et .J :

F(ny,my) = Al wn(I) F CJan(J) — Oy (J) — CJmy(I)

En notant Sy := val Qi rn (i) €1 Sy = ZZ]\LI il (i) ON & donc si my =7 € Sy -

¢(m )

E[F(nn, ) |mn = 7]
Elarxn (1) T Cran()) = U ry () = Gy (|TN = 7]

Elar ~n] + [E[CLJW( )]) - (E[GI,W(J)} + [E[aJ,w(I)D

1—17—1

I
2"‘\9 VR
"Mz HMZ E

i e (4) N2 Z a; ;) en développant les probabilités par indépendance de I et J

1,j=1
2 . . . .
=N Z a;; par invariance par permutation de la somme de droite
=1 i,j=1
> (S — ElSy)
= NN~ N
N N (1N
ou on a identifié que par linéarité E[Sy]| = Ela; -] = — a;
que p [ N] ; [ z,wN(z)] ; N ]2:1 ijjl 2J

(comme 7y suit la loi uniforme sur Sy, il y a invariance de sa loi par composition par un
cycle (12...N) ce qui assure que pour tout j € [1; N], mx(j) suit la loi uniforme sur [1; NJ).
Ainsi, on a ¢(mn) = Z(Sy — E[Sn]).

16
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Majorons maintenant A(my). Par ce quon vient de dire, on a |¢(mxn) — ¢(7y)| = 2|Sn — S|
et F(mn, ) = Sn — Sy, donc :

1 1
Am) = SEl(¢(mw) — o)) F(mn, )| | 7n] = (SN = SN)? | 7]
1
= N[E[(al an(D) T Oy (]) — OLmn () — CU,7rN(I))2 | 7]
2
ﬁ ( Gy (i) T Gy (5) — Fimn (6) ~ %mv(i))
2,7=1

= N3 Z ( Uiy (i) T Qi () T Viymn () +%m<z‘>) par question 22a

,j=1
4 N
= mzamm N3 Z @i
] 2,7=1
4
SN+ 5 E[SN]

Comme Sy = E[Sn]| + %QS(WN) par ce qu’on a dit juste avant, on en déduit que

2 8
A(ry) < — e

N E[Sn]

A(TN) + 5

Par la question 17 avec B = % et C' = 3 E[Sy], on a donc :

2 2
PUIs €IS 2 ) = Fllo(m)| > ) < 2ex0 (‘%) o (‘W)

(23) Démontrer que pour tout 2 < k < N la probabilité que 7y ait au moins k points fixes
vaut au plus 2e~*/12,

Prenons a; j = 1;—; € [0;1] pour tout 1 <4, j < NN de sorte que le nombre de points fixes d'une

permutation m € Sy soit exactement Zfil a; r(iy- Alnsi, Ty a Sy = ZZN 1 @iz (i) POINts fixes,

et par linéarité de I’espérance
N

N N 1
=D _Elaimym] =2 Plan(i) =) =3 5 =1
=1

i=1 =1

puisque comme a la question précédente, pour tout i € [1; N], 7w (i) suit la loi uniforme sur
[1; NJ.
Ainsi, par la question 22b, on a pour tout ¢ > 0 que

t2
P -1 >t) <2 —_—
1Sy —11 =) < exp( 4+2t)

Si 7 a au moins k points fixes, alors Sy > k, et pour k > 2, {Sy > k} C {|Sy — 1| > k — 1}
(puisque Sy est & valeurs dans N) et donc :

— 2 - 8
P(Sy > k) <P(|Sy —1| >k —1) < 2exp (—%) = 2exp (‘M)

(’;ki)Q > 12 pour k > 2. Cela équivaut & 12(k — 1)? > k(2k + 2) c’est-

a-dire en développant & 10(k — 2)(k — 2) = 10k? — 26k 4+ 12 > 0 ce qui est vrai pour tout

Il reste a montrer que

17
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k> 2. Donc P(Sy > k) < 2e~k/12,

3.3. Magnétisation dans le modele de Curie-Weiss

Soit N > 1 un entier, 5 > 0 et h € R. On considére une variable aléatoire X = (X1,...,Xn) a
valeurs dans {—1,1}"V, dont la loi est donnée par

1 N
[P(X:(O’l,...,O'N)):EeXp (ff Z Jiaj+,8h2m)
1<i<j<N i=1
pour (o1,...,0n) € {—1,1}V.

La quantité Zy est une constante de sorte que I’expression précédente soit une loi de probabilité,
et on ne la calculera pas. On pose

1 X 1 X
i=1 j=1
J#i

pour 1 <7 < N.

(24) Soit 1 <ig < N. Montrer que presque strement E [ X, | (X;)1<j<n, ji,] = tanh (8my, (X) + Bh)
ou on rappelle que tanh est la fonction tangente hyperbolique.

Par la formule de la loi conjointe, pour (g;) € {—1,1}" on a en utilisant les probabilités
totales que :

P (X = &g | ( )]#7[] = (5.7')]-7&77()) = X : &1 (S)

DD(X - (Ei)ISiSN) + [P(Xiu = —€jp N (Xj)jfio - (gj)ﬁéio)

1
. P(Xig=—ciqN(X;)jzig=(55)j%ig)
1+ [P(X:(thgf,g\) ’
B 1
. 38 o
14 p—zg/“ ( Bh+ 4 Z#m c_,>

eSio (Bh~+Bm; ()

= o (Bh+Bmig (2)) + 67&,’,0(Hh+b’mio (e))

N
ou my,(g) = E i (ce qui ne dépend pas de €;,). Donc :
75

[E[ i | ( ) j#i0 — (?i)j#io] =P (Xbo =1 ‘ ( ) j#i0 — (5) 7510) -P (Xio = -1 | ( ) j#io — (5.]').7'750)
thrd’mLﬂ (e) (f(ﬁhfﬁfflrio(C))
) + o (Bh4Bmig(e)) o= (Bh+Bmig(€)) 4 oBhtBmig(e)
) _ o= (Bht-Bmig (€))
eBhtBmig(e) 4 o—=(Bh+Bmi,(e))
(

= tanh (8m;,(¢) + Bh)

o eﬂh«H’?sz (e

63/1,+3m7u (e

Donc E[X;, | (Xj)1<j<n, jio) = tanh (8m, (X) + Bh) presque stirement.

18
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A partir de la variable aléatoire X, on construit maintenant une variable aléatoire X’ =
(X1,..., X)) avaleurs dans {—1,1}" de la maniére suivante :
— on considére un entier I € {1,..., N} choisi uniformément au hasard, indépendant de X,
— pour tout j # I, on pose X; = X
— la loi de X/ est définie comme suit : pour 1 <ig < N et (o1,...,0n5) € {—1,1}V :

N
1
P(X;=1|1=1ip, X; =0 pourtoutlSjSN)zaexp Bh—i—%Zaj
=1
J#io

et

1 B &
/ - .
P(X;=-1|1=1y, Xj =0, pour tout 1 <j < N) =5exp —ﬁh—N;Uj ,
J#io
ou C est une constante qui dépend de ig, de (0});-i,, de 3, h et de N.
(25a)  Calculer la valeur de C.

X} =1 ou —1 de maniére exclusive, donc pour la loi de probabilité conditionnée & I = iy et

X =o0,0na

P(X;=1|I=i,X=0)+PX;=-1]|I=ip, X =0)=1

c’est-a-dire que

y B 15 B . —F _B8 ;
2 cosh <ﬂh, + 5 Zﬁfio ()'j) edh,+ o Z#m %4 e Bh—% Zﬁﬁio oj

C C
Donc

5
C =2cosh | Bh + % z oj
J#i0

(25b)  Montrer que (X, X’) est un couple échangeable.

On remarque alors que pour tout 0,0’ € {—1, 1}“\ on a

PX=0nX'=0)=P(X=0'NX=0)

En effet, si o =o', les deux expressions sont formellement identiques, et c’est
trivial. Si o et o’ différent en au moins deux indices distincts, les deux probabilités pré-
cédentes sont nulles (car on ne change un spin qu’en au plus un site). Et si
o et o’ différent exactement en un indice, appelons le iy de sorte que o;, = 7(7,;0; pour
obtenir X’ = ¢’ a partir de X = o, il faut tirer I = ip puis tirer l'inversion X; = — X,
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autrement dit :

PX=0cnNX'=0)=P(X=0nX=0d"NnI=i)
P(I =igNX =0)P(X} = —X;|I =ig, X = o)
P(I =ig)P(X = 0)P(X; = —X/|I =i9, X =0) car I est indépendant de X
e_gio(ﬂh"'% Zj;éio ;)
=PI =1iy)P(X =0) par question 25a
2cosh (Bh + & X4, ;)
=P(I =ig)P(X = 0)P (Xiy = —0iy | (Xj)j£io = (04)j2i,)  par le début de la 24
P(X =o')
PU(X) 0 = () j3#i0)
P(X =0)P(X =0’)
(X=0)+P(X =0

=P(X =0'NX'=0) parlasymétrie en o et o’ de I'expression précédente

=P(I = ig)P(X = 0)

—_— . / —_— . 1
car O'ZO = —0j, et 0; = 0 sinon

par probabilités totales

=PI =10)p

e*”z‘o(ﬁth% Z].#io ;)
2 cosh (ﬂh—ﬁ—% Zj#io o;
suit du fait du premier calcul fait au début de la question 24.
Ceci montre que (X, X’) a la méme loi que (X', X), i.e. que (X, X’) est échangeable.

Pour le passage "début de la 24", on a identifié le ) a la probabilité qui

(26) Onnote o = (01,...,0n), 0" = (d4,...,0%) et on pose F(c,0') = SN | (0; — o). Donner
une expression de la fonction ¢ telle que E[F(X, X') | X] = ¢(X).

N
Comme X} = X; pour tout j # I, on a F(X,X') = Z(Xz — X)) = X; — X} et donc
i=1
E[F(X, X')|X] = E[X; - X7 | X].
Comme I est uniforme indépendant de X, E[X|X] = Z Xi =

D’autre part, conditionnellement a X et a I = i, par la deﬁmtlon de X/ (en distinguant juste
selon X] = X; ou —Xj) :

RACLES WP ) R ACIES DY)
E[X)|X, T =i =E[X/|X,]=1i=X; . —X; .
2 cosh (Bh + N 2t Xj) 2 cosh (Bh + § 2z Xj)

= tanh(Sm;(X) + Bh) car ceci vaut pour X; = 1let —1

Ainsi, du fait de 'indépendance de I et X, on obtient en découpant selon la valeur que prend

I que E[X} | X] = E [E[X}|X, ]| X] = Z[EX]|X I=i Ztanh Bmi(X) + Bh).
Au total, -
p(X) =m(X ——Ztanh pmi(X) + Bh)
=1
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(27) Montrer que

N
‘% ;tanh(ﬁmi(X ) + Bh) — tanh(Bm(X) + Bh)| < %

et en déduire que pour tout ¢ > 0 on a

B t t2
P <|m(X) — tanh(Sm(X) + Bh)| > N \/_N> < 2exp <—m> :

Comme m;(X) = m(X) — X4, on a |m( X) —m(X)| < . Comme la fonction
tanh est 1-lipschitzienne (puisque | tanh’(z)| = m < 1) pour tout 1 <i < N,
B

ftanh(Bmi(X) + 1) — tanh(Bm(X) + Bh)| < Blmi(X) —m(X)| < &

de sorte que par inégalité triangulaire :

N N
% Ztanh(,@mi(X) + Bh) — tanh(Sm(X) + Bh) Z |tanh(8m;(X) + Sh) — tanh(Bm(X) + Sh)|
i=1 st

IA
2= 2\

|
Comme d’apreés la question 26, p(X) = m(X) — NZtanh(ﬁmi(X) + ph), on a
i=1

|m(X) — tanh(Bm(X) + ph)| < |p(X)| + %, et donc l'inclusion

{|m(X)tanh(Bm( )+ Bh)| = Ji \ﬁ}C{ISO(XﬂZ\/tN}

ce qui entraine P (\m(X) — tanh(fm(X) + ph)| > % + \/t—ﬁ) < P(le(X)| > \/Lﬁ)

On applique alors la partie 2.2 au couple échangeable (X, X') avec F(o,0’) = "N (0; — o?)
qui est bien antisymétrique et bornée (de plus, ¢ joue le role de ¢). Majorons A(X). Comme
un seul spin change, |F(X, X’)| = | X7 — X}| < 2. On a alors

AQX) = S [[(o(X) = p(XNFX X | X] < E [Jo(X) = 9(X)| | X]

De méme que pour la majoration de |F|, comme les sommes sur X et X' different d’au
plus un terme, on a [m(X) —m(X')| < £ et |m;(X) —m;(X’)| < & pour tout 1 < < N.
Comme tanh est 1-lipschitzienne, on en déduit que pour tout 1 <z g N,

[tanh(8m;(X) + Bh) — tanh(Bm;(X') + Bh)| < Blm;(X) — mi(X')| <

2B
N
et donc par inégalité triangulaire que

N
> (tanh(Bm;(X) + Bh) — tanh(Bm;(X') + Bh))
i=1

N

< |m(X) = m(X")| + % Z |tanh(8m;(X) 4+ Bh) — tanh(Bm,;(X') + 5h)|

1
N

21X 28 201+8)
<N Ngﬁ N

21



cpge-paradise.com

On en déduit que A(X) < 2(17;,5) presque stirement. On peut alors appliquer la question 17

avec B=0et C = 2(17;;/3) qui donne pour tout ¢t > 0 :

t (t/VN)*\ t2
P <‘SO(X)| > \/N) < 2exp <20> = 2exp <4(1+5)>

Au total, on a bien I'inégalité voulue :

gt -
P (]m(X) — tanh(Bm(X) + ph)| > < + N) < 2exp <_4(1+/ﬁ))
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