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OMAR SADIK

Exercice I

Info

Exercice I1

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N. On note Gx la fonction génératrice de X définie par :

1°.
2°.

3°.

4°

+00
Gx(t)=) P(X=n)t".

n=0
Montrer que Gx est bien définie sur [-1,1].

Si X est une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de parametre A > 0, rappeler et
démontrer I'expression de Gx.

En utilisant un produit de Cauchy de deux séries entieres, démontrer que si X et Y sont deux
variables aléatoires indépendantes a valeurs dans N, alorson a:

Vie]l-1,1[, Gx+y(f) = Gx()Gy (D).

On suppose désormais que X et Y sont indépendantes et suivent des lois de Poisson de para-
metres respectifs A et p. Déterminerlaloide Z=X+Y.

PROBLEME

Les parties I et I de ce probleme sont indépendantes mais les résultats seront utilisés pour la réso-
lution de la partie III.

Partie I - Calcul d’'une intégrale

+00
Dans toute cette partie, on pose g(x) = f

10

20

3°.
4°

50

6°.

5 t2e”dtpourtoutx>0.
o X%+

Démontrer que g est bien définie sur ]0, +ool.

ixu

+00
Pour tout x > 0, démontrer que g(x) = f du. En déduire que g est bornée sur

oo 14+ u?
10, +ool.

Démontrer que lim+ g(x)=m.
x—0

Démontrer que g est de classe C? sur 10, +ool.
02 X 02

Caleuler 25 (5 72)+ oz (2 2

de I'équation différentielle y" — y = 0 sur 0, +ool.

) pour (x, ) €]0,+oo[xR. En déduire que g est solution

Pour tout x > 0, déterminer une expression de g(x).
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Dans toute la suite, on pose :

VteR, f(1)=

1+ ¢2
et

+00 +00
VxeR, F(x)=) f(x+n)+) flx—n).
n=0 n=1

7°. Démontrer que F est bien définie sur R et 1 périodique.

8°. Démontrer que F est continue sur [0,1] et en déduire que F est continue sur R.
Pour toute fonction u continue sur R et 1 périodique, on pose, pour tout ke Z :

1 .
ck(u):f u(t)e 27kt gy,
0

+00 )
9°. Démontrer que ci(F) = f f®e 2% g pour tout k € Z.
—00

1
10°. Pour tout k, n € Z, calculer la valeur de l'intégrale f e 2ttt gy

0

Partie III - Applications

+00 +00
On rappelle les notations : VxR, F(x) = Z fx+n)+ Z fx-metf:t— L
n=0 n=1

11°. Calculer ¢y(F). En utilisant les résultats des parties I et I, calculer ¢ (F) pour tout entier k > 0.
On admettra que c_j(F) = ¢ (F) pour tout k€ Z.

+00 +00
12°. Onpose: Vx € R,G(x) = ) _ ¢,(F) e?m* L N ¢ (F)e 2™ Démontrer que G est continue
n=0 n=1

sur R et 1 périodique.
On admet le résultat suivant :

«Si u et v sont deux fonctions continues sur R, 1 périodiques et vérifient cx(u) = ¢ (v) pour
tout ke Z, alors u = v ».

13°. Démontrer que F = G.

14°. En déduire la valeur de F(x) pour tout x € R.
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+00
1°. OnaVnrneN;Vte[-1,1], |[P(X=n)t"|<P(X=n)etona Z P(X = n) =1, donc la série
n=0
Z P(X = n)t" converge absolument donc convergente, donc Gy est bien définie sur [-1,1].
n=0

+00 An
2°. Gx()=)_ e_l—'t" = e *e? pour tout £ € R.
n=0 n.

+00

3°. Soit t €] - 1,1[, alors Gx.y(#) = ) P(X+Y = m)t", or (X = k) ke est un systeme complet

n=0
d’événement, alors par la formule des probabilités totale :

+00 +00 +00
PX+Y=n=) PX=kX+Y=n=) PX=kY=n-k)=) PX=KkP(Y=n-k
k=0 k=0 k=0

parl'indépendance de X et Y.

n
Donc P(X+Y =n)= Z P(X=k)P(Y=n—-k)carsik>mn,alors(Y=n-k)=0
k=0
Les séries Z P(X=k) t* et Z P(Y=k) tk convergent absolument, donc par produit de Cau-
k=0 k=0
chy, on a pour tout £ e R,

+00 +00 +00 +00o
Y PX=0t"Y py=kt" =) Y PX=dPY=j)t"=Y Y PX=)PY =
k=0

k=0 n=0i+j=n n=0i+j=n
+00 n +00

N"=Y Y PX=kY=n-kt"=) PX+Y=nt".
n=0k=0 n=0

Donc GX+Y = GxGy.

° i “A QAL o 1t _ o= (A+p) L(A+p)E It -(A+p) A+p"
4°. Soitte R, alors Gx.y(f) = Gx(£)Gy(t) =e "e"'e Fel'' =e e =Y e AT n
n!

=0
+00 "
OrGx.y(t)=) P(X+Y=mn)t".
n=0
Par unicité du développement en série entiere d'une fonction, on a alors P(X +Y = n) =
e At A+m"
1

pour tout n € N, donc X + Y suit une loi de Poisson de parametre A + p.
n!

Partie I - Calcul d’'une intégrale

1°. Soitx>0: X
— l'application ¢ — ﬁe” est continue sur R.
x Otk
~vteR" | eit| <=
x2 + t2 t2

—t— P est intégrable sur ] —oo,—1] et sur [1, +ool.
Donc g est définie sur ]0, +ool.

2% Posonst=xu:dt=xdu:

+00 ) eixu +00 eixu
g(x):f x md“:f zdu
—co X“+x°u 00 14+ u

+00 1
et Vx> 0; x)| < ——du=r.
8| f_oo —

Donc g est bornée sur R".
ixu

3% -Vx>0:u— est continue sur R

1+ u?

eixu 1
—VYueR: lim

5 = > etu— > est continue sur R.
x—0t1+u 1+u 1+u
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4°

5°.

ixu

e
—VueR:Vx>0: < etu— est continue et intégrable sur R.
1+u?| 1+u? 1+ u?
+00
Le théoréme de convergence dominé s’applique et lim g(x) = f du=r.
x—0* oo 1+ u?
-Vx >0, 'application ¢t — meit est continue et intégrable sur R.
x
-Vt eR, I'application x — — 2 e'’ est de classe €2 sur ]0, +ool.
x
0 ( x it)_ pxi+t-2xt 2 -x*
ox \x2+ 12 (x2+2)% (x2+£2)°
02 ( x it) it—2x(x2+t2)2—4x(x2+t2)(t2—x2) i 2% (X% + 12) — 4x (12 - x?)
_ =e =
0x? \x2 + 12 (%2 +2)* (x2 + £2)3
it 2x3 —6xt?
=e —3
(x2+¢2)
I T 2x° —6xt> -
—Vx >0, les applications f — ———— e et t— —————e  sont continues sur R.
x2+12) (x2 + £2)
2_,2 212
Soit0<a<b,Vx€la,bl,VteR|——e'’|< 5 = u(t) et
(x2+12) (a2 + t2)

2x3-6xt? ;| 2b3+6bt?

= v(t), or les applications u et v sont continues et intégrable

<
(%2 + t2)3 (a2 + tz)3
2 " +00 it 02 x

sur R, le théoreme s’applique et g est €“ sur ]0, +oo[ et X :f e —(—)

ppliq 8 10, [et g"(x) . 2\ 22
On a déja
0 ( X )_ 12— x2
ox \x2+¢2) (x2+ £2)?
62( x )_2x‘°’—6xt2
Ox2 \x2+12)  (y24 2)®
0 ( X )_ —2xt
ot \x2+12) " (x2 g2)?
9> ( x ) —2x(x2+12) +8xe2 (x2+12) —2x(x2+12)+8x2  —2x3 +6xf2
0tz \x2+¢2) (x2+£2)* B (x2+ £2)° - (x2+ £2)°
Alors

0? x 0 [ x

() )

0x2\x2+1t2) 0t?>\x2+ 12
D’apres la question 4) :

gr/(x) — £+weitiz( X )dt

0o 0x2 \x2 +¢2

+00 it 62 x
=_ el'— ( )dt. avec ce qui précede

Deux intégrations par parties donne :

.0 x +oo too . 9 x
" it . it
x)=—|e —(—) +lf e —( )dt
5 ot \x2+¢2)|_ oo Ot \x2+ 2
+00 . a X
= if e”—( )dt
oo ot \x2+t¢
R X +00 too | X
:i[e” +f el —— _dt
x2+12] _» Jowo x2+ 12

=g(x)
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2x|t|
= 5 qui tend vers 0 en quand £ tend vers +oo.
x2+ 12

(

> tend aussi vers 0 en quand f tend vers +oo.

X
nefet x>0et it ( )
ot \x2+ 2

it
x2+t

De méme e

6°. g est solution de I'équation différentielle y” —y = 0.

Donc 3a, b € R telle que Vx € R; g(x) = ae® + be™™
Mais g est bornée sur ]0, +oo[ donc a = 0.

lilzl g(x)=m;donc b= alors Vx>0; g(x)=me ™
x—0+

Partie II - Formule sommatoire de Poisson

7°.

8°.

9°.

[e.°] o0

SoitxeR:F(x)= ) +y —

= 01+(x+n)2 n:11+(x n)2

Ona:
1 1
S >0
1+ (x+n)2 n—rco n2
1 1

_—— ~ — =0
1+ (x — n)2 n—+co p2

1
Y —5  converge
n=1

Donc F est bien définie sur R et

[e.°]
+ _—
1+(x+n+1)2 n;l +(x+1 n)

& 1

I
18

F(x+1)

n=0

|
M 8

- To(eamz T11(v— )2
:11+(x+n) n—ol+(x—n)
3 1 X 1

+ —_—
1+(x+n)? D1+ (x—n)?

8

n:

=F(x)

Donc F est 1 périodique :

1 1
—Vn eN; les applications X — ————— x+— —————— sont continues sur [0, 1].
1+(x+n) 1+(x—n)
1

< et < < .
1+ (x+n)2 1+n? 1+(x-n)2 1+(n-1)2

-Vxe[0,1],VreN 0<

1 1
Donc — et Z — = CV normalement donc uniformément sur [0, 1] car les
n>01+(x+n) 11+t (x—n)

Donc F est continue sur [0, 1].

1 .
SoitkeZ: ci(F)= f F(t)e 27kt gy,

Donc
Ziﬂktdt

cx(F) = f [Zf(t+n)+2f(t n)le

Z ft+me 2 kg Z ft-me 27k gy
0 n=1

0 n=0
1 e—2inkt 00 1 e—Zin'kt
=y [ L ——ar+y [ S at
n—o0Jo 1+(f+n) m=1Jo 1+(t—n)

Car les deux séries de fonctions convergent uniformément sur [0, 1] et les applications ¢ —
ft—n)e 2"l er t— f(t+n)e 2% sont €0 sur [0,1].
Avec les changement de variables £ + n = u et t — n = u, on obtient :
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10°.

00 n+l ,—2ixku 0o -n+1 e—Zinku
ci(F) = ——du+ h— P
,,Zo,, 1+ u? ,,;1 —n  1+u?
+00 e—Zthku 0 e—Zthku
:f —Zdu+f —zdu
0 1+u 00 1+ u
+00 e—2in’ku
= f 1oz
—o 1+u
+00 ok
= fe " qg
—00

1
f e—217t(n+k)tdt — 60,n+k
0

Partie III - Applications

11°.

12°.

13°.

14°.

+00 +oo ]
CD(F)::j;m jwt):(/;m ii:;izzjt

+oo ,-2ixkt +00 eZiJTkt ok
Soit k>0, ¢ (F :f —dt:f ——dt=g@2xak)=me ",
k() oo 14122 o 1+122 g2mk)

+00 +00 +00
Soitx €R, G(x) =+ Y ;e 2PN 1 N o Mg RN = 4 2 N ;e 2" cos(27 nx).
n=1 n=1 n=1
VneN*, |e 2™ cos(2anx)| < e 2" et la série géométrique Z e 27
n=1
" cos(2rnx) sont continues sur R pour tout n € N*, alors G

est convergente, et

puisque les fonctions x — e 2

est continue sur R.
les applications x — cos(2xr nx) sont 1 périodiques, donc G est 1 périodique.
On sait déja Vk € Z; ¢, (F) = Jte_z"k, calculons ¢ (G).

1 . 1 +00 .
Ona cx(G) = f G(t)e 2kl gt = f (Jr +2) Jre_z’”’cos(ZJtnt)) e 2Tkt gy
0 0 n=1

Si k=0, alors
1 +00 +00 1
¢o(G) = f (71,'+2 Y me 2" cos(27tnt)) dt=m+2) Jte_z”"f cos(2xnt)dt = 7 et ceci
0 0

n=1 n=1
car la série de fonctions Z e 2™" cos(27rnt) converge normalement donc uniformément sur
n=1

[0,1] et les applications £ — e 2

" cos(27r nt) sont continues pour tout 7 € N*.

1
Si k > 0, pour les mémes raisons, on a alors f e 27kt gy — 0 donc:
()}

+00 1 +00 1
Ck(G) =2 Z ﬂe—2nn[ COS(ZJTnt)e_zwtktdt — Z ﬂe—ZJTnf e—217t(k+n)t + e—217t(k—n)tdt —
n=1 0 n=1 0

e 2™ dont on utilisé la question 10)
Si k <0, pour les mémes raisons, on a alors :

+00 1 +00 1
Ck(G) -2 Z n,e—27mf cos(ZJtnt)e_z”’ktdt — Z n,e—Znnf e—217t(k+n)t + e—Ztn(k—n)tdt —
n=1 0 n=1 0

e 2™ dont on utilisé la question 10)
Donc Yk € Z; cr(G) = me 2™* = ¢, (F), les fonctions F et G sont 1 périodiques et conti-
nues sur R, d’apres le résultat admis : F = G.

Soit x € R, alors :

+00 . +00 . T e 2o 2inx
F(x)=G(x)= ) me 2?1y je 27Me 2ImnY = o T ] g zin - DONe
n=0 n=1 e l1-e
x(1-e™*7)
F(x) = 1-— e—2n(1-ix) |2
Pour vos remarques sadikoulmeki@yahoo.fr
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